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Bolum 1

MANIFOLDLAR

1.1 Manifold

Tanim 1.1.1. (Manifold)
M bir topolojik uzay olsun. Asagidaki kogullar1 saglayan M topolojik uzayina
"n-boyutlu topolojik manifold" denir.

e M bir Haussdorf uzayidir.
e M topolojik uzaymin sayilabilir baz1 vardir.

e Yerel homeomorfiktir:

Vp € M icin 3 U, C M acik var éyle ki h,:U, — U CR"
homeomorfizmdir. (U’, R™nin agik altkiimesidir.)

Burada Vp € M i¢in (h,, U,) ikilisine M nin haritasi ve {(hy, Uy) }pem
ailesine ise M nin atlasi denir.

Ornek 1.1.1.

1. R™nin kendisi, n-manifolddur. Gercekten R™, Housdorff, sayilabilir bazi
var ve birim doniigiimii yerel homemorfizmadir. (Baglantili fakat kom-
pakt degil.)

2. 5", n-manifolddur.(Hem baglantih hem kompakt)
3. Kb, Mb, Tor, RP? S?% 2-manifolddur.

Ozellikler 1.1.1.



1. Bir n-manifoldun acik alt kiimesi bir n-manifolddur.
2. M m-manifold ve N n-manifold ise M x N (m + n)-manifolddur.

3. Bir n-manifold ya baglantili ya da baglantisiz, ya kompakt ya da kom-
pakt degildir.

4. Her n-manifold yerel kompakttir.

1.2 Diferensiyellenebilir Yapilar

Tanim 1.2.1. (Koordinat Déniigiimii)
M topolojik n-manifold olsun. z; : U; — U{ ve 29 1 Uy :— Ué iki ci-
zelge olsun oOyleki Uy N Uy = Uy # () olsun. x5 = x5 0 x1_1|x1(U12) ve

! | !
U (1) 19 %
-
xo(Uhs)

Sekil 1.1: Koordinat Dontigiimii

To1 = Ty = L1035 |ay(a)
doniigiimlerine koordinat doniigiimii denir.
Topolojik Uzayin tiim harita doniisiimleri diferansiyellenebilir ise manifold

diferansiyellenebilirdir denir.



Tamim 1.2.2. (Diffeomorfizm) U,V C R™ agiklar olmak iizere, f:U — V
ve f~1:V — U fonksiyonlan diferensiyellenebilirdir ise f’ye diffeomorfizm
denir.

Ornek 1.2.1.

1. S™ diferensiyellenebilir n-manifolddur.

2. R™ diferensiyellenebilir n-manifolddur.

1.3 Diferensiyellenebilir Fonksiyon

Tanmim 1.3.1. (Diferansiyellenebilir Fonksiyon)

(M, 0) ve (N,6) diferansiyellenebilir manifoldlar olsun. p € M olmak
tizere f: M — N siirekli fonksiyon ve p € U C M agik f(p) € V C N acik
olmak ftizere  : U — U’ ve y : V. — V' harita doniigiimleri icin

yoro [y =2UN (V) — V'

fonksiyonu z(p) noktasinda diferansiyellenebilir ise f fonksiyonuna p nokta-
sinda diferansiyellenebilir fonksiyon denir. f fonksiyonu Vp € M noktasinda
diferansiyellenebilir ise , f fonksiyonuna diferansiyellenebilir fonksiyon denir.

Ornek 1.3.1. f:R — R® p+—— p? fonksiyonu = = 0 noktasinda dife-
ransiyellenebilir olmadigindan f fonksiyonu diferansiyellenebilir degildir.



«f(p)

Sekil 1.2: diferansiyellenebilir fonksiyon

Ornek 1.3.2. e ¢g:R+—S" pr+—— (cosp,sinp) her noktada
diferansiyellenebilir oldugundan g fonksiyonu diferensiyellenebilir.

Uyar1 1.3.1. Diferensiyelenebilirlik haritalara bagl degildir. Clinkii yo fo
2~ diferensiyellenebilir ise bagka bir X : U — U’ haritave Y : V — V'
harita olsa

YofoX'=Yoy')o(yofor™')o(zoX)

de diferensiyellenebilirdir.

Teorem 1.3.1. f: (M,0) :— (N, ¢) ve g:(N,¢) — (P,w) diferensiyel-
lenebilir fonksiyon ise gof : (M, 0) — (P,w) da diferensiyellenebilirdir

Ispat 1.3.1. z: U — U’ x €60  peU haritas
y:V—V  yecoé  flp) €V haritas:
2 W — W z€w  gf(p) € W haritas1 olmak iizere
T=UnfVng(W)) alalim.

gof=h: zogofox_l‘ = (zogoy)o(yo fox™!) diferensiyellenebilir.

a(



S
g'W)
UN (Vg (W)
X
y 4
U v W
X( 8)

Sekil 1.3: diferensiyellenebilir fonksiyonlarin bilegkeleri de diferensiyellenebi-
lirdir.

1.4 Tanjant Uzay1

Tanmim 1.4.1. (Tanjant Uzay1)

M diferansiyellenebilir manifold. p € M olsun. Curves,M = {a : (—€,€) —

M} diferensiyellenebilir fonksiyonlarin uzayi olsun. o, € Curves,M ala-
lim.
a ~, [ p noktasinda tanjanttir. <= p € U C M agk 0 : U — U

icin (foa)(0) = (Ao B) (0)
Buradan ; T,M =, M ~, dir

Teorem 1.4.1. Denklik simiflar1 haritalara bagh degildir.

Ispat 1.4.1. « ~p, folsun.pe U C M .U — U ve pE
VoM YV — V' iki aym1 harita iseler ;
(¥0a)(0) = (ob " 0hoa)(0)

=[(¥ 087" o(9oa)]o[(foa)(0)]

hom.



=[(o8~) o (00 B)o(p)(0)
= (¥ 0 5)(0)

T,M tanjant uzaymma vektor yapist koyalim. (U, 0) ; p merkezli ¢gizelge
ve n = dim(M) olmak tizere;

0, T,M — R"
[a] — (60 ) (0)

doniigiimiinii tanimlayalim.
e ¢, iyi taniml ve bire-bir dir.

o +:T,M xT,M — R"
([a], [8]) = [a] + (8] = ¢i (]l + ¢.[B])

o x: R"xT,M — R"
(A [a]) = Ax [a] = ¢, (Agua])

islemleri altinda (7,M, R™, +, x) vektor uzay yapisina sahiptir.

1.5 Aligtirmalar

1. R™ de her U agig1 topolojik n-manifolddur. Gosteriniz.

2. Birinci sorudan hareketle bir topolojik n-manifoldun her acik altkii-
mesi de (alt uzay topolojisine gore) topolojik n-manifold olabilir mi?
Yorumlayiniz.

3. S? topolojik 2-manifold dur . Gésteriniz.
4. S' topolojik 1-manifolddur . Gosteriniz.

5. X topolojik uzay1 kompakt, Hausdorff ve yerel homeomorfik ise X uzay-
min sayilabilir bazi vardir (yani X ikinci sayilabilir uzaydir). Gosteriniz.
Buradan hareketle I = [0, 1] kapali araliga topolojik 1-manifold olabilir
mi? Yorumlayiniz.



10.

M bir topolojik m-manifold , N bir topolojik n- manifold ise gdsteriniz
ki M x N de topolojik (m + n) - manifolddur . (Yani manifoldlarin
kartezyen ¢arpimi da manifolddur).

. X = 8! x [ silindirin topolojik 2 -manifold oldugunu gosteriniz. (Yol

gosterme : 4,5,6 mc1 sorulardan yararlaniniz.)
R P2 reel projektif diizleminin topolojik 2-manifold oldugunu gdsteriniz.
S? diferensiyellenebilir manifolddur. Gosteriniz.

RP! ve St diffeomorfik midirler? Aciklayimiz.
. )
(vol gosterme: e — [e'2] )

10



Bolum 2

YUZEYLER

Tanim 2.0.1. Kompakt, baglantih 2-manifolda bir yiizey denir.

Ornek 2.0.1. Silindir, paraboloid kiirenin kulplar c¢kartilarak elde edilen
yuzey.

2.1 Kulplu Yiizeyler(Handled Surfaces)

Sekil 2.1: Kiire 0- Sekil 2.2:  Tor -
kulpludur kulpludur
Sekil 2.3: 2-kulplu Sekil 2.4: g-kulplu

11



Tanim 2.1.1. S ailesinin g-inci elemanina g genuslu yiizey denir.

2.2 Capraz Yiizeyler(Cross Cap Surfaces)

Sekil 2.5: RP? 1-capraz yiizeydir.

Tanim 2.2.1. C, Oy, ..., Cy ailesinin g-inci elemanina g ¢apraz yiizey denir.

12



2.3 Yonlii Yiizeyler(Orientable Surfaces)

Tanim 2.3.1. S bir yiizey olsun.
1. S ye ait her kapal egri yoniinii koruyorsa S ye yonlii yiizey denir

2. S ylizeyi iizerinde yonii degigtiren en az bir kapal egri varsa .S ye yonlii
olmayan yiizey denir

Ornek 2.3.1. 52T, silindir yonlii yiizeylerdir. Kb, Mb, RP? yénlii olmayan
yiizeylerdir.

1. T ~ Slgs?t

2. T ={(z,y.2) € R : [0+ y?) — 22+ 22 = 1} C R

13



Bolum 3

YUZEYLERIN
SINIFLANDIRILMASI

3.1 Bagintili Toplam(Topolojik Toplam)
(Connected Sum)

Tanim 3.1.1. S; ve S5 iki yiizey olsun. Bu iki yiizeyden birer disk ¢ikartilsin
ve cikartilan kisimda bu iki yiizeyin yapigtirilmasiyla elde edilen yeni yiizeye
S ve Sy nin baglantili toplami denir.

Ornek 3.1.1. S2 # 52 ~ §2

SO-OO-C

Sekil 3.1:

(jzellikler 3.1.1. 1. Sl # SQ ~ SQ # Sl
2. (S1# S2) # S35 = Si # (S2 # Ss)

3. 1ki yonlii yiizeyin baglantili toplam yine yonlii yiizeydir.

4. Sy ve Sy herhangi biri yonlii degilse S7 # Sy yonlii degildir.

14



3.2 Kompakt Yiizeylerin Stmiflandirilmasi

Teorem 3.2.1. Bir kompakt yiizey ya kiireye ya tora ya da RP? # RP? ~
Kb ya homeomorfdur.

a b a

Sekil 3.2: RP? # RP? ~ Kb

A

3.3 Kompakt Yiizeylerin Ucgenlestirilmesi

Tanim 3.3.1. S kompakt yiizey olsun. S nin ii¢genlegtirilmesi S yi kaplayan
{Ty, Ty, ..., T,} kapal alt kiimelerinin sonlu ailesini igerir 6yle ki T} ler R?
deki kapali iicgenlere homeomorfdur.

Ornek 3.3.1. 1. Torun iicgenlestirilmesi

b 1 2 3 1

aAh 4 4

Y
<
<

1 2 3 1
Sekil 3.3: Torun iki farkh iiggenlegtirilmesi

Kareyi tlicgenlestiriyoruz. Farkli gekillerde ii¢ggenlestirebiliriz.

(a) ve (b) durumuda torun ii¢ggenlegtirilmesidir. Yaptigimiz ti¢genlegt-
irme ile sadece sonraki iglemlerimiz degisecektir.

15



1 3 2 1
Sekil 3.4: Projektif diizlemin iiggenlestirilmesi
2. Projektif diizlemin herhangi bir {icgenlegtirilmesi

3. Kiipiin herhangi bir ii¢genlestirilmesi

f

Yo
Ao
A

> cA Ae

oA

ey
oa A

—
-

g
Sekil 3.5: Kiipiin tlicgenlegtirilmesi
Not:Kompakt yiizeyin ii¢cgenlestirilmesi agsagidaki iki 6zellikelligi sag-
lar;

(a) Ucgenlestirmenin her kenar iki ii¢genin kenaridir

(b) ¥, tiggenlestirmenin bir kdgesi olsun.d kogeli ii¢genler mevcuttur
Oyle ki bu iiggenlerin ortak kenarlar1 vardir.

16



4. Kiirenin herhangi bir ii¢cgenlegtirilmesi
2 3
" |

3

Sekil 3.6: Kiirenin iiggenlegtirilmesi

Lemma 3.3.1. Tor ve projektif diizlemin baglantilh toplami ii¢ projektif
diizlemin baglantili toplamina homeomorfdur.

RP? # T ~ RP? # RP? # RP?

RP2#T

a

Yo

a) A \b =>4

oY

Sekil 3.7: RP2 # T

17



OO -G0-23

Sekil 3.8: RP? # RP?

Yo
o

RP2 # RP2 # RP2

Sekil 3.9: RP? # RP? # RP?

3.4 FEuler Karakteristigi
Euler karakteristigi, kogeleri, kenarlar1 ve ylizeyleri sayaral elde edilir. Bu
nedenle hiicre(cell) kompleksi iizerinde duracagz.

Tanim 3.4.1. n-hiicreyi, icinin n-diske homeomorf olan bir topolojik nesne
olarak tanimlanabilir.

Ornek 3.4.1. 1. 0-hiicre (kose) bir noktadur.
2. 1-hiicre (kenar), i¢i R de bir acik araliga homeomorftur.

3. 2-hiicre (yiiz), i¢i R? de bir agik diske homeomorftur.

Tanim 3.4.2. Hiicre Kompleksi, hiicrelerin ici ikili bazinda ayrik ve sinir-
lar1 boyutu diigiik olan hiicrelerin birlegimi olan yani O-hiicre, 1-hiicre, 2-hiicre
hiicrelerin birlegimi olarak tanimlayabiliriz.

Not 3.4.1. Bir hiicre kompleks, bi M yiizeyine homeomorf ise bu hiicre
kompleksine, M’nin hiicre ayrigimi denir.

Ornek 3.4.2. Asagida yiizeylerin hiicre ayrigimi verilmistir; Buraya sekil
yapilacak

Tanim 3.4.3. Bir M yiizeyinin v kosesi, e kenari ve f yiizeyi varsa M’ nin
Euler karakteristigi
X(M)=v—e+f

seklinde tanimlanir.

18



Ornek 3.4.3.

1. S? kiire yiizeyinin 2 kosesi, 1 kenar1 ve 1 yiizeyi oldugundan
X(SH =v—et+f=2-1+1=2.
2. T Tor yiizeyinin 1 kogesi, 2 kenar1 ve 1 yiizeyi oldugundan

XT)=v—e+f=1-2+1=0.

3. 2T iki Tor yiizeyinin 1 kosesi, 4 kenar1 ve 1 yiizeyi oldugundan

x2T)=v—e+f=1-4+1=-2.

4. RP? projektif diizlemin 1 kdsgesi, 1 kenar1 ve 1 yiizeyi oldugundan

XRPH)=v—e+f=1-1+1=1.

5. Kb Klein Sisesinin 1 kogesi, 2 kenar1 ve 1 yiizeyi oldugundan

X(Kb)=v—e+f=1-2+1=0.

6. M©b Mobiiis geridinin 1 kogesi, 2 kenar1 ve 1 yiizeyi oldugundan

X(Kb)=v—e+f=1-2+1=0.

Not 3.4.2.

1. x(Kb) = 0 = x(7T) olmasma ragmen Kb ve T homeomorf yiizeyler
degildir.

2. Kb~ RP? # RP? oldugundan x(Kb) = x(RP? # RP?) dir.

Teorem 3.4.1.
X(Mi# M) = x(My) + x(My) — 2.

Ispat. M, yiizeyinin koge sayist v; olan 2n;-gen ile temsil edilsin. Bu
durumda
X(M) :Ul—n1+1.

M, yiizeyinin koge sayist vy olan 2no-gen ile temsil edilsin. Bu durumda

X(M) = vy —ng + 1.

19



My # M, yiizeyinin koge sayist v + vy — 1 ve kenar sayist ny + ny olan
2(ny + ng)-gen ile temsil edilir.

X(My # My) =vi+vy—1—(ng +n2) +1
:vl—nl—f—l—f—vg—ng—f—l—Q
= x(My) + x(My) — 2.

[
Not 3.4.3. S? kulpsuz yiizey oldugundan S? = 07 dir.
Sonug 3.4.1.
1. n>0igin x(nT) =2 — 2n.
2. m > 1igin x(RP?) =2 —m.
ispat.
1. n = 0 igin 07 = S? oldugundan x(S?) = 2 dir. n = 1 igin x(7T)

=0
dir. n = 2 i¢in x(27") = —2. n — 1 i¢in dogru olsun. Yani x((n — 1)T) =
X(T#TH#---#T)=2—-2(n—1) olsun. Yani

x(nT) =x((n =0T # T) =x((n—1)T) + x(T) — 2 (3.1)
—=2-2nn—-1)—0-2=2—2n.

2. Birinci kisimda oldugu gibi m iizerinde tiimevarimla ispatlanir. O]

Teorem 3.4.2. M herhangi bir yiizey olsun. x(M), M’nin hiicre ayrigimi
seciminden bagimsizdir.

Sonug 3.4.2. Asagidaki 6nermeler Denktir;
1. M, yiizeyi M, yiizeyine homeomorftur.

2. x(My) = x(M;) ve My, M, nin her ikisi oriyantel veya her ikisi oriyantel
degildir.

Ispat. 1) = 2) : h: M; — M, homeomorfizma olsun. h, M;’in hiicre
ayrigimint M; nin hiicre ayrigimina tagidigindan x (M) = x(M,) dir. Ayrica
oriyantellik bir topolojik 6zellik oldugundan M; yiizeyi oriyantel ise My de
oriyanteldir.

2) = 1) : Ikinci énerme mevcut olsun. M; yiizeyinin M, yiizeyine ho-
meomorf oldugunu gostercegiz. Bunun yiizeylerin oriyantel olma ve oriyantel
olmama durumlarina gore ispatlayacagiz.

20



Durum 1: M; ve M5 nin her ikiside oriyantel olsun. O zaman M = n,T
ve My = noT dir. x(M;) = x(M3) oldugundan

2—2n1=2—2ny = N1 = no.

Dolasiyla M7 ~ nT = nyT =~ M, dir.
Durum 2: M; ve M5 nin her ikiside oriyantel olmasin. O zaman M =
miRP? ve My = moRP? dir. x(M;) = x(M;) oldugundan

2—m1=2—m9 = m;=ms.

Dolasiyla M; =~ M, dir
n

Ornek 3.4.4. KB # RP2, T # RP2, RP? # RP? # RP? yiizeylerinin
homeomorf olduklarini gosterelim.

21



3.5 Yiizeyler Cebiri

Verilen kompakt yiizey kelime ile belirtilebilir. Kelime ve devir kuralini kul-
lanarak kompakt yiizeyin diizlem modeli insa edilir.

a a a a a
(o =iy~
a
Sekil 3.10: S*#S?
Ornek 3.5.1. T# Kb # Rp?

T ® Kb® Rp*:acd ‘eec td tba 17!

Teorem 3.5.1. (Pozisyon Devir Kurali) Bir kompakt yiizey M kelimesi
ile belirtilsin.

1. M = ABise M ~ BA (Cember Kural)
2. M ~ M~ (Flip Kurah)

Teorem 3.5.2. (Kiire Devir Kurali) M = Azz~!'B bir kompakt yiizeyi
belirtsin. (A ve B den en az biri bogtan farkhi) O zaman AB bu kompakt
ylizeyi belirtir ve M ~ AB dir.

Ornek 3.5.2. Kiire icin;
M =afg e b becegdd™ fa™ ~ afg e tegf T a !
~ afg—lgf—la—l ~ aff_la_l ~ aa—l _ SQ

Teorem 3.5.3. (Silindir Devir Kurali) M bir kompakt yiizey icin kelime
ve M = AzBCz7'D ise M ~ AzCBz~'D dir.

Ornek 3.5.3.
M = abca b et = a(be)a b et ~ a(cb)a b eT!

=acba b et = ac(ba b !
~acla b b ~aca et =T

Not: S%?=aa ', T = aba"'b~t, Rp?> = aa, Kb = aba™'b
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Teorem 3.5.4. (Mobius Serit Devir Kurali) Bir kompakt yiizeyi belirten
kelime M ve M = AxzBxzC ise M ~ AzxB~1C dir.

Ornek 3.5.4.
1. M = abca'b~1c ~ abccba ~ ccabba ~ ccaabb = Rp* Rp*Rp? = 3Rp?
2. Kb = aba='b ~ abba ~ aabb = Rp*Rp* = 2Rp?
3. TRp? = aba™'b"'cc ~ a™ b (cca)b ~ a= b~ cach

~a b teca™b ~ a b a hee ~ babta(cc) = KbRp?

3.6 Ekli Uzaylar

Tanim 3.6.1. A, X in alt uzayi ve f : A — Y siirekli fonksiyon olsun. Ayrica

Vo € Aigin x ~ f(x) bagmntisi tanimlansin. xf?(x;) = X Uy Y boliim uzayina

X in Y uzayma eklenmesi denir.

Ornekler:
1. X=[0,1]=Y,A={0,1}
f:40,1} —[0,1]

v fa) =5
2. X = [0,1]x[0, 1] = ¥, A = {0}x[0, 1] U {1}x]0, 1]

fiA>Y

(5:8) = £(s,0) = (5.1

3. Koni
Xx{1}

&
)~
XxI
Sekil 3.11: Koni doniigiimii

4. Siispansiyon
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XX{O}

Xx{1}
Sekil 3.12: Siispansiyon

5. Mapping Silindir

XxI

i07

Sekil 3.13: Silindir doniigiimii

3.7 Alhstirmalar

1. T 8 S? = T oldugunu sekille gosteriniz.
2. Rp? i Rp? ~ Kb oldugunu sekil cizerek gosteriniz.

3. T#Rp* ~ 3Rp? oldugunu uygun indirgeme kurallarinin kullanarak ispat
ediniz.

4. n tane Rp? nin baglantili toplami 2n kenarh poligonla temsil edilir ve
bu toplamin yiizey cebiri ise ajajasas - - - aya, seklindedir.
(yol gbsterme : ispat n iizerinden tiimevarimla yapilacaktir. )

5. Uygun indirgeme islemlerinden yararlanarak abc 1b~ta=tc™! ve ach~ta"tc 10

ylizeylerinin orientable yiizey olup olmadiklarini inceleyiniz.

6. # baglantili toplam iglemi komutatif midir? Birlegmeli midir? Birim ele-
mani var midir? Ters elemani var midir? Sonucu yorumlayiniz.
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10.

11.

b~tatc e ha yiizeyi ile x 'z~ ty~ly 127 27! yiizeyi aymi yiizeyin ce-
birsel gosterimi olabilir mi? Agiklayimiz. (yol gosterme : indirgeme met-
hodlarimi kullaniniz.)

2T £ Rp* ~ 5Rp? oldugunu gosteriniz. (yol gdsterme: 3iincii sorudan
yararlaniniz.)

. X bir kenar1 ; P, Q ler de kenarlarin dizilerini temsil etsin.Uygun bir

kenar1 igin ;
xxP71Q ~ 2Pz, Q dir. Sekil cizerek ispatlayiniz.

x bir kenar1 , P, Q, R ler de kenarlarin dizilerini temsil etsin. Uygun
bir x1 kenar1 icin
rPQr 'R ~ x1QPx7 'R dir. Sekil cizerek ispatlayiniz.

Asagidaki kelimelerin hangi yiizeyi belirttigini bulunuz.

—

a) abcba'c

(b) abec 'ba"ted ted
(c) ab~lcedefatbc~td=tf
(d) aba"tedb~te td™?

ab e ta~teh
abc hea
abeh tdetdta™!

e
f

g

—~

)
)
)
)
)
)

~—~
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Bolum 4

TOPOLOHK GRUPLAR, GRUP
HAREKETI, LIE GRUPLARI

4.1 Topolojik Gruplar

Tanim 4.1.1. (G, 1) topolojik uzay ve (G, .) bir grup olsun. Asagidaki 6zel-
likellikler mevcut ise; (G, 7, .) iicliisiine topolojik grup denir.
l. f:GxG— G (z,y)— f(z,y) =x.y siirekli fonksiyon

1

2. g:G— G xw— a7 slirekli fonksiyon

Ornek 4.1.1. 1. (R,7,,+) bir topolojik guptur.
(R, 75)bir topolojik uzay ve (R, +)bir gruptur.

(a) [t RxR—R (z,y) = flz,y) =2 +y=m(z,y) +m(z,y)
Izdiigiim fonksiyonlar: siirekli oldugundan toplamlar: da siireklidir.

(b) g: R—>R z—g(x)=—2z=(-1)2z=al(x)
Stirekli fonksiyonun sabit bir say: ile ¢carpimi siirekli oldugundan g
siireklidir.
2. (G,.) bir grup olsun. G iizerinde diskret topoloji alirsak (G, 7y,.) bir
topolojik gruptur.(G, 74)bir topolojik uzaydir.
(@) f[:GXG =G (z,y)— flz,y) =y
b)) g:G—-G z—gx)=a""!
(G, 14) den alinan her agik (G x G,74x7,) uzaymnda acik olacagindan
f ve g stireklidir.
3. R* =R—{0}, (R*, 7y, .) bir topolojik guptur. (R*,.) bir grup ve (R*, ),
(R, 75) nin altuzay topolojisidir.

(a) [:R* X R =R (2,9) = f(z,y) = 2.y = m(2,y).m(z, y)
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(b) g:R* = R* wglr)=a'=1=15 () #0
f ve g stireklidir.
L 7,.) bir topolojik gruptur. 7 = 7, X 7, . : C deki ¢arpma iglemidir.

S
St 7) topolojik uzay ve (S*,.) bir gruptur.

(

(

(a) f:8T xSt — S (21,29) = [f(21,22) = 21.20 = 71 (21, 20).7a(21, 22)

(b) g: S' =S ziyg(z)=21=1= & =z=-¢e" = (cosf),—sinb)
f ve g siireklidir.

5. Banach ve Hilbert uzaylar1 birer topolojik gruptur.

Banach uzayr normlu tam vektér uzayidir. Vektor uzayi oldugundan
grup yapist vardir. Norm tarafindan {iretilen topolojiye sahiptir.

(a) f:BxB—=B (z,y)— f(r,y) =x+y

(b) g: B— B z+ g(r)=—x
f ve g stireklidir.

6. C*=C—{(0,0)}, (C*,7,.) bir topolojik gruptur.(.: C deki ¢arpma)

Onerme 4.1.1. Iki topolojik grubun kartezyen carpimi topolojik gruptur.
(G1,711,.), (Gg, 79, *) topolojik gruplar ise (G X Ga, 71 X T2, 0) topolojik grup-
tur.

Ispat. (G1, 11, .) topolojik grup oldugundan
fi:GixGr— Gy (2,y) = filz,y) =y

ve

g:G— G v g(r)=a""

stireklidir. (Gy, 7o, *) topolojik grup oldugundan
f2:1Gax Gy — Gy (2,y) = fa(z,y) =25y

ve

Ggo: Gy — Gy x4+ gox) =a7"

stireklidir.
f=fixfa:G1 X Gy x Gy x Gy — Gy X Gy
((z1,91), (w2,92)) = f1 X fo((1,91), (T2, 92)) = (1.1, T2 * Y2)

f1 ve fo siirekli oldugundan f fonksiyonu siireklidir.
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g=01 X g2: Gy X Gy — G X G

-1

(1, %2) — g1 X ga(w1, 32) = (g1(21), g2(22)) = (217", 227 ")

g1 ve gg siirekli oldugundan ¢ fonksiyonu siireklidir.

]
Odev:(Gy x Gy, 71 X7) nin topolojik uzay, (G xGa, o) nin grup oldugunu
gosteriniz.

Ornek 4.1.2.
1. (R™ 1,+) topolojik gruptur. (7: Garpim topolojisi)

2. (T,7,.) topolojik gruptur. T" ~ S'xSt dir. (S, 7,.) ve (S, 79, +) to-
polojik gruplardir.

3. GL(n,R) = {A € Mz, : detA # 0} matris ¢arpimina gore grup yapisi
tegkil eder.

4. SL(n,R) = {A € M,y : detA = 1} 6zel lineer gruptur.
5. O(n,R) = {A € My, : detA # 0,ATA =1 = AAT} ortogonal grup-

tur.

6. SO(n,R) = {A € Myp, : detA = 1,ATA =1 = AAT} 6zel ortogonal
gruptur.
SL(n,R),0(n,R),SO(n,R), GL(n,R) nin alt gruplardir.

Onerme 4.1.2. (G, ,.) bir topolojik grup ve H, G nin bir alt grubu olsun.
Alt uzay topolojisi ile donatilan H grubu G nin bir topolojik alt grubudur.

Tanim 4.1.2. (G, 7,.) bir topolojik grup ve H, G nin bir alt grubu olsun.
H agik (kapali) alt kiime ise H ya agik (kapal) altgrup denir.
Ornek 4.1.3. GL(n,R) nin SL(n,R),O(n,R), SO(n,R) alt gruplar: kapal
alt gruplardir.

det : My, — R A detA

fonksiyonu siireklidir. {1} C R kapahsi i¢in det~'({1}) = SL(n,R) oldugun-
dan SL(n,R) kapalidir.

t: Mygn — Mpgn A t(A)=AAT =1

fonksiyonu siireklidir. I C M,,,, kapahsi i¢in t7*(I) = O(n,R) oldugundan
O(n,R) kapalhdir.
SO(n,R) = SL(n,R) N O(n,R) oldugundan SO(n,R) kapahdir.
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Ornek 4.1.4. (Z,74,+), (R, 74, +) nin topolojik alt grubudur.

Uyari:Topolojik gruplarda izomorfizma teoremleri agagidaki énerme ge-
cerli oldugunda gegerlidir.

"f:G — H homeomorfizma olsun. G/Kerf ~Imf dir < f: G — Imf
acik doniistimdiir."”

Tanim 4.1.3. G bir topolojik grup ve g € G olsun. L, : G — G, Vx € G i¢in
L,(z) = g.x fonksiyonuna homeomorfizmanin sol teleme fonksiyonu denir.
R,: G — G, Vz € G i¢in R,(z) = x.g fonksiyonuna da homeomorfizmanin
sag Oteleme fonksiyonu denir.

Teorem 4.1.1. L, ve R, bir homeomorfizmdir.

Ispat. L,:G— G, Vr € Gigin Ly(x) = g.x fonksiyonunu ele alalim. G
topolojik grup oldugundan

fonksiyonu siireklidir. Ly(z) = f|{s32¢ oldugundan L, fonksiyonu siireklidir.
Ly(z1) = Ly(x2) = 9.1 = g.x0 = g_l(gwl) = 9_1(9~$2) = X1 = T2

dolasiyla L,, 1—1dir. Vy € G i¢in z = g~ 1.y € G oldugundan L, 6rtendir.

(Ly)~! = Ly~1 oldugunu iddia ediyoruz. Gergektende

Ly-10Ly(x) =g '(g.x) =2 = I(z)
LyoLy-1(z) = g(g~"x) =« = I(2)

dir. Lyw : G — G, Vx € G igin L,1(x) = g 'z fonksiyonunu verilsin.
(Lg)™" = flyg-1xcy oldugundan (L,)~! = L, fonksiyonu siireklidir.
Benzer gekilde R, nin de homeomorfizm oldugu gosterilebilir. O]

Sonug 4.1.1. G topolojik grup, g € G ve U, G de agik ise L,(U) ve R, (U),
G de acik alt kiimelerdir.

Tanim 4.1.4. A ve B, GG topolojik grubunun iki alt kiimesi olsun.
1. AB={zy:x€ Aye€ B}
2. 2. A={s}A={zr.a:a€ A}
3. Al={at:a € A}

4. A= A"1ise A ya G de simetriktir denir.
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Teorem 4.1.2. G topolojik grup, F, U, P C G ve F kapali, U acik, P keyfi
bir kiime, g € G olsun. Fg, gF, F~! kapali kiimelerdir. UP, PU, U~! acik
kiimelerdir.

Ispat. L,: G — G, VreGicin Ly(x) =gaxve Ry : G — G, Ve eG
icin R,(z) = z.g doniigiimleri homeomorfizmdir. F' kapali ise L,(F) = g.F
ve R,(F) = F.g kiimeleri de L, ve R, homeomorfizma oldugundan kapalidir.
f:G — G, Vz e G igin f(r) = 27! fonksiyonu homeomorfizmdir. F kapali
oldugundan f(F) = F~! de f homeomorfizma oldugundan kapahdir. U agik
oldugundan L,(U) ve R,(U) agiktir.

UP=|JUg (geP) ve PU=|JgU (g€P)
kiimeleri agiktir. U acik oldugundan f(U) = U~ de agiktir. O
Onerme 4.1.3. G bir topolojik grup olsun.
1. G nin acik topolojik alt grubu H ayni zamanda kapahdir.
2. H, G nin topolojik alt grubu ise H da G nin topolojik alt grubudur.
ispat.

1. H, G nin acik topolojik alt grubu olsun. H = H oldugunu goster-
meliyiz. Her zaman H C H...(1) olur. p € H olsun. p.H, p nin bir
komsulugu oldugundan p.H N H # () olur. Bu durumda p.h; = hy ola-
cak sekilde hy, ho € H vardir. O halde p € H dir. H C H...(2) elde
edilir. (1) ve (2) den H = H olur. Bu da H 1n kapal oldugunu ifade
eder.

2. H, G nin topolojik alt grubu olsun. H 1 G nin topolojik alt grubu
oldugunu géstermek i¢in V,y € H i¢in 2.y € H ve Vz € H i¢in r7le
H oldugunu gostermeliyiz.

(a) Yo,y € H olsun. W .y nin komsulugu olsun. U.V C W olacak
sekilde = € U, y € V komsuluklar1 vardir. z € H ise UN H # ()
olur. Bu durumda h; € U N H vardir. Benzer sekilde y € H ise
V N H # () olur. Bu durumda hy € V N H vardir. hy.hy € UV ve
hi.hy € H ise UV N H # 0 olur. Bu durumda W N H # () elde
edilir. Buradan 2.y € H bulunur.

(b) # € H olsun. z in her U komsulugu igin U N H # § dw. U™ =
{7t 2 € H} ve U' N H # 0 oldugundan z~' € H olur.

H bir topolojik alt grupdur.
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Onerme 4.1.4. G bir topolojik grup olsun.

1. V nin G de ac¢ik (kapali) olmasi i¢in gerek ve yeter sart V~Vin G de
acik (kapal) omlasidir.

2. e € U olmak iizere U, G de acik olsun. V =V~! ve V-V C U olacak
sekilde V' acik kiimesi vardir ve e € V' dir

ispat.

1. f:G— G g~ f(g9) =g ' doniigiimii homeomorfizm ve fo f = 1g
oldugunda sonuc kolayca elde edilir. O]

2. p: G x G — G déniigiimii siirekli oldugundan p~(U), G x G de agik
ve (e,e) € p~}(U) dir. Dolasiyla, Vi - V4 C U olacak gekilde V; ve V,
aciklarl var ve e € Vi, e € V, dir. Bir énceki kisimdan, V;!, V, !
aciktir. Boylece V =V, NV, NV, ' NV, ! aym zamanda aciktir. e € V/
ve V=V V.VcV- -V,CU dir. O

Lemma 4.1.1. G bir topolojik grup olsun. GG nin Housdorff olmasi icin gerek
ve yeter gart {e} nin kapah olasidir.

Ispat. (=) G Housdorff olsun. Her tek noktali kiime kapali oldugundan
{e} kapahdir.

(<) {e} kapal olsun. Her g icin L,({e}) = g kapahdir. e # g nin aynk
agiklarinin var oldugunu gosterecegiz. e € U ve gU olacak sekilde bir U acik
vardir. Bir énceki énermenin ikinci béliimiinden, V =V~ ve V.-V Cc U
olacak gekilde V' acik kiimesi vardir ve e € V' dir. §imdi g € gV dir. VN gV

nin bog oldugunu iddia ediyoruz. h € V N gV oldugunu varsyalim. O zaman
h = ghy,hi € V dir. Dolasiyla, g = hh™! € V -V C U olur. Bu bir
celigkidir. O

Teorem 4.1.3. G bir topolojik grup olmak iizere agagidakiler denktir:
1. G, Ty-uzayidir.
2. G, Ti-uzayidir.
3. G, Ty-uzaydir.

Teorem 4.1.4. G topolojik grubu regiilerdir.
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Ispat. Agagidaki aksiyomu saglayan X topolojik uzayina regiiler uzay
denir;

"F C X kapalh, x ¢ F i¢gin 3F C U agk, 3z C V agk : UNV = (."
F kapali ve e ¢ F olsun. Bu durumda e € G/F dir. G topolojik grup
oldugundan V'V C G/F olacak sekilde e nin V komsulugu vardir. V=1V N
F=0=VNV.F=0. Boylece U = V.F dir ve sonu¢ta G regiilerdir. O]

Not 4.1.1. Bir topolojik grubun boliim grubu topolojik grup olmak zorunda
degildir. Normal alt grup ise topolojik gruptur.

Teorem 4.1.5. G bir topolojik grup, N, GG nin normal alt grubu olsun.
1. ¢ : G — G/Nsiirekli ve agik homomorfizmadir.
2. Boliim topolojisi ile donatilan G/N topolojik gruptur.
ispat.

1. ¢ : G — G/N boliim doniigiimii oldugundan siireklidir. U C G agik
olsun.

o HpU)={r:2€UN=U}=UN

aciktir. ¢ siirekli oldugundan o(U) da agiktir. U agik iken ¢(U) agik
oldugundan ¢ acik doniigiimdiir.

2.9 : G/N x G/IN - G/N (x,y) — x.y~' doniisiimii siirekli midir?
r.y~! elemaninin agik komgulugu W olsun. o1 (W), G de agiktir ve
z.y ' € o Y (W) dur. G topolojik grup oldugundan

zy teUVC o' (W)
olacak gekilde x € U, y € V komguluklar1 vardir.

zy t e o)V Colp™ (W) =W

dir. agik déniigiim oldugundan ¢(U) ve [p~(V)]™! = (V1) de agik-
tir.

VW) ={(z,y) r € p(U),y € (VT H}
1 stireklidir.

O

Tanim 4.1.5. G ve K iki topolojik grup olsun. f : G — K dongiimii
hem grup izmorfizmi hemde homeomorfizme ise G ve K Topolojik olarak
izomorftur denir. Boyle déngiime de topolojik izomorfizma denir.

32



Ornek 4.1.5. G = K = (R, +) grup ve K iizerinde standart topoloji ve G
tizerinde diskrit topoloji olsun. 1 : (R, +,74) — (R, 4+, 7s) birim doéngiimii
siirekli, izomorfizmdir fakat tersi siirekli olmadigindan bu dongiim topolojik
izomorfizma degildir.

Ornek 4.1.6. G herhangibir topolojik grup ve g € G olmak iizere 7 : G —
G h— 7(h) = ghg™! déniigiimii bir topolojik izomorfizmadir.

Not 4.1.2. K Housdorff olmak {izere 7 : G — K siirekli homomorfizma ise
Ker(m) G'nin kapali, normal altgrubudur.

Onerme 4.1.5. 7 : G — K homorfizmasi e de siirekli ise 7 siireklidir.

ispat. 7 : G — K homorfizmasi e de siirekli olsun O zaman K daki e
nin U a1 i¢in 7~ 1(U), G de agktir.

Simdi W, K da acik olsun. m(U) N W bosg kiime ise 7=*(WW) bog kiime
olcaktir ve dolasiyla agiktir. Bu nedenle 7(g) = k olacak gekilde g € G bir
elemanin var oldugunu varsayalim. Boylece k='W, K daki e nin bir acik kom-
sulugudur. Dolasiyla 7! (k~'W) agktir. Bu nedenle 7= (W) = gn =1 (k~'WW)
aciktir. O

Onerme 4.1.6. 7 : G — K siirekli homomorfizma ve H = Kern olsun.
7 : G/H — K bir siirekli homomorfizmadir.

Onerme 4.1.7. 7 : G — K siirekli 6rten homomorfizma ve H = Kerm
olsun. 7 bir agik doniigiim ise 7 : G/H — K bir topolojik izomorfizmadir.

Ispat. 7 nn tersimin siirekli oldugunu géstermemiz yeterli olacaktir. Buda
7 min agik olmasina denktir. U nun G/ H da agik olmasi igin gerek ve yeter sart
V =q ' (U), G de agk olmasidir. Béylece U, G/H agk ise 7(U) = 7(V),
K da aciktir. O

Ornek 4.1.7. (R, +) — S' t — m(t) = *™ geklinde tanimh doniisiim sii-
rekli homomorfizma ve Kerm = Z. Onermeden, 7 : R/Z — S* bir topolojik
izomorfizmadir.

Teorem 4.1.6. GL(n) bir topolojik gruptur.

ispat. M, nxn tipindeki reel degiskenli matrislerin kiimesi olsun. A €
M C R™, A = (a;;) olarak alahm. A = (a;;) matrisini

2
n
(an,alg, ey A1, A21, - - o, A2y o oy A1, Ap2y - . . ,am) - ]R
formunda diisiinebiliriz.

fiMxM—M (ADB)— f(A,B)=A.B
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seklinde tanimlanan f fonksiyonu siireklidir. Clinkii A = (a;;), B = (b;;) ise
f(A, B) = A.B nin ij—inci bilegeni > 7, apby; = ¢;; dir.

Tij : M =R (a1n, ..., 0n) — Tij(Q1n, .., Gpn) = G5
fonksiyonu siireklidir. f ve m;; fonksiyonlar siirekli oldugundan
7Tij0f s M x M—R (A, B) — T['Z‘jOf(A, B) = Cjj

fonksiyonu siireklidir. GL(n) C M alalim. GL(n) i¢in altuzay topolojisi olus-
turulur. m;; ve m;;0f doniigiimleri sitirekli oldugundan

f : GL(n) x GL(n) — GL(n) (A, B)— f(A,B) = A.B

dontigiimii siireklidir. Adj(A) ve detA doniigtimleri siirekli oldugundan

1
g:GL(n) — GL(n) A g(A) = A" = —— Adjoint(A)
detA
doniiglimii siireklidir. Burada Adjoint(A), A matrisinin a;; elemanini silip A;;
kofaktoriinii yazip ve elde edilen matrisin transpozesinialmak suretiyle elde
edilen matristir. O

Ozellikler 4.1.1. 1. GL(n) kompakt degildir.

Ispat. f : M — R, f(A) = detA fonksiyonu siireklidir. {0} ¢ R de

kapall, R — {0} C R de ack f~'(R — {0}) = GL(n) C R agiktur.

Henri-Borel teoremine gore A C R* nin kompakt olmasi icin gerek ve

yeter sart A nin sinirli ve kapali olmasidir. Bu durumda G'L(n) kompakt

degildir. [
2. GL(n) baglantili degildir.

Ispat. K = {A € GL(n) : detA > 0}, L = {A € GL(n) : detA < 0},

f: M — Rigin f71((0,00)) = K, f7'((—00,0)) = L dir. GL(n) =
K UL, KN L =0 dir. Bu durumda GL(n) baglantili degildir. ]

3. O(n) ve SO(n) kapali alt gruplar1 GL(n) nin kompakt alt gruplardir.
Ispat. A € O(n) icin AAT = 1,1 < i k<n, 3"

j=1QijQkj = Oik
ve fzkz M — R, flk(A) = Z?:l ;0K = 5zk olsun. {0},{1} CR
kapalilar igin f;'({0}) ve f;'({1}) 1 < i < n kiimeleri kapalidir. Bu
kiimelerin arakesiti O(n) yi verir. Buradan da O(n) nin kapal oldugunu

sOyleyebiliriz.
AAT =T = det(A.AT) = det] =1 = detA.detA” =1
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= (detA)2 =1= |CLZ‘J” < 1.
O halde O(n) smirhdir. O(n) kapali ve sinirh oldugundan O(n) kom-
pakttir.

SO(n),0(n) in kapali alt kiimesidir. Kompakt uzaylarin kapali alt
uzaylart da kompakt oldugundan SO(n) kompakttir. O

SO(2) ~ S* dir.

Ispat. f: 50(2) — 57, v( Z _ab ) € SO(2) icin
f ( Z _ab ) =a+ib € S olsun. f, 1-1 ve ortendir. ]

Teorem 4.1.7. X kompakt, Y Hausdorff uzayi olmak iizere f : X — Y
bijektif ise f homeomorfizmadir."

O halde f homeomorfizmdir.

4.2 Grup Hareketi ve Orbit Uzaylar

Tanim 4.2.1. G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Asagida-
kiler mevcut ise G, X iizerinde (soldan) hareket ediyor denir.

1.

2.
3.

GxX — X doniigiimii stireklidir.
(9.2) — ga
Vg,h € G, Vx € X igin hg(z) = h(g(z)) dir.

e € GveVre X icin ex = x dir.

Tanim 4.2.2.

1.

2.

O(z) = {gx : g € G} kiimesine x elemanin orbiti denir.
G, ={g € G | gr = x} kiimesine x elemanin stablizer grubu denir.

Herhangi z, y € X i¢in gx = y olacak gekilde bir ¢ € G varsa G'nin X
iizerindeki harakete transitiflidir denir

. Bir x icin gr = z iken g = e oluyorsa, G'nin X iizerindeki harakete

serbest (yada yari-regiiler) denir.

G’nin X lzerindeki haraketi hem transitifli hemde serbest ise bu hara-
kete regiilerdir denir
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Ornek 4.2.1.
1.ZxR—=R (n,x)—n+zx
Olx)={n+z:n€Z}=R/Z~S"= O(z) = 5"
2. Zox S'— St (-L,z)— -z (L,x)—=x
O(z) = {—x,x} = S"/Zy =~ Rp" = O(z) = Rp"

a:RxR—R (z,y) — (z+1,y)

olmak iizere o ve 3 doniisiimseri tatafindan {iretilen grup G olsun. G,
R? iizerinde hareket etmektedir. Yani

G xR* — R?
(o, 2) = a(z)
(8, 2) = B(2).
Dolasiyla orbit uzay1 O(z) = R?/G ~ Kb
4. Z x Z grubu, R x R iizerinde hareket eder.
7 x R? — R?

(m,2) —m+ 2.
Dolasiyla orbit uzay1 O(z) = R*/Z* ~ St x St~ T
5. (z — 3)* + 2% = 1 gemberinin z-ekseni etrafinda dénmesiyle elde edilen

yizey T torudur.

a; - R — R3  (x,y,2) — (z,—y, —2z) olmak iizere G; grubu ay
tarafindan {iretilen bir grup olsun.

a : R — R3  (2,9,2) — (—,—y,2) olmak iizere G5 grubu ay
tarafindan tiretilen bir grup olsun.

az : R® — R3  (2,9,2) — (—x, —y, —2) olmak iizere G3 grubu asz
tarafindan {iretilen bir grup olsun.

Her i = 1,2, 3 icin G; gruplarmin R3 iizerinde hareketleri vardir. Orbit
uzaylan R?/Gy ~ S?, R3}/Go~T R3/G,~ Kb

36



Teorem 4.2.1. Kompakt topolojik grup G, Housdorff topoljik uzay1 X iize-
rinde hareket etsin. G, x elemanindaki stablizer grubunu gostermek tizere

¢: GGy — O(z) ¢G,— gz
seklinde tanimlanan doniisiim bir homeomorfizmadir.
Ispat. Doniigiimiin sadece bijektif oldugunu gostermemiz yeterlidir.
P(91Gz) = ¢(92G)
olsun. Bu durumda ¢,z = gox ve bdylece g; 'go € G, dir. Dolasiyla
@G = oG

yani ¢ injektiftir. siirjektiflik kolayca gosterileceginden 6devdir. O]

4.3 Lie Gruplar:

Tanim 4.3.1. M Hausdorff topolojik uzayina ait her noktanin komsgulugu
R"™ ye homeomorf ise M ye n-topolojik manifold denir.

Tanim 4.3.2. M Hausdorff ve 2. sayilabilir topolojik uzay olsun. Asagidaki
ozellikelliklere sahip doniigiimler koleksiyonu ile birlikte M uzayina smooth
n-manifold (diferansiyellenebilir n-manifold) denir.

1. U c M,V C R" agik kiimeler olmak iizere ¢ : U — V doniigiimii
homeomorfizmdir. (Bu doniigiimlere harita denir.

2. x € M, ¢ nin tanim kiimesinde olmalidir.

3.0 : U — U ve : V — V' haritalar igin ¢ N~ : p(UNV) —
o(UNV), C*® smifindadir. (Bu doniigiim her mertebeden siirekli kismi
tiirevlere sahiptir.

4. Harita koleksiyonu maksimal olacaktir.

Tanim 4.3.3. M ve N iki smooth n-manifold olsun. M {izerindeki harita ¢
ve N iizerindeki harita ¢ icin 1o fo¢~! smooth ise f : M — N déniisiimiine
smooth doniisiim denir.

Tanim 4.3.4. G diferensiyellenebilir manifold ve G bir grup olsun. Eger
ag:GxG—G (g9,h) — aglg,h) =g.h™*

doniigiimii diferensiyellenebilir ise G ye lie grup denir.
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Not 4.3.1. Baz kitaplarda bu tanim su sekilde verilir; GG diferensiyellenebilir
manifold ve G bir grup olsun.

1.
2.

GxG— G (g,h) — g.h diferensiyellenebilir ve
G — G g~ g ! diferensiyellenebilir ise G ye lie grup denir.

Ornek 4.3.1.

1.

BARE- S

. N

9.

R™ bir lie gruptur. Ciinkii R™ bir diferensiyellenebilir manifold ve dén-
tiglimii

agr : R" X R" — R" (z,y) — age(z,y) =2 —y
diferensiyellenebilirdir.
GL(n,R), SL(n,R), SO(n,R), O(n,R) birer lie gruptur.
nxn tipindeki iist icgen matrislerin kiimesi bir lie gruptur.
Exceptional lie gruplari: Gs, Fy, Fg, FEr, Eg dir.

S0, 81, 83 bunun iizerine béliim yapisi olusturuyoruz. Soyle ki mutlak
degeri 1 olan reel sayilar, kompleks sayilar, quaternion ...

S% = RN, S! = R2N, §% = R*N sadece bunlar lie gruplaridir.
Heisenberg gruplar: lie gruptur.

Lorentz gruplar lie gruptur.

U(1)xSU(2)xSU(3) lie gruptur.

Metaplectic grup bir lie gruptur.

Lemma 4.3.1.

1.
2.
3.

4.

Iki lie grubunun carpium da lie gruptur.
Lie grubunun kapal alt grubu lie gruptur.

Lie grubunun kapali normal alt grubu ile olugturulan boliim grubu bir
lie gruptur.

Baglantili lie grubunun evrensel ortiisii lie gruptur.

Lie Gruplarinin Siniflandirilmasi:

1.
2.
3.

Cebirsel 6zellik (Basit, Yar1 basit, Coziiliir, Nilpotent, Abel)
Baglantililik
Kompaktlik
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4.4 Lie Cebirleri

Tanim 4.4.1. k karakteristigi sifir olan bir cisim olmak tizere A bu cisim
tizerinde bir vektor uzay1 olsun. Agagidaki ozellikleri saglayan iglem

L] AxA— A (2,y) — [2,y]
ile birlikte A vektor uzayina Lie Cebiri denir;
1. Vo € Aigin, [z,2] =0.
2. Vo, y, z€ Aicin, [z,[y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0.

Ornek 4.4.1. 1. [A, B] = 0 olmak iizere bu iglem ile birlikte R™ bir Lie
cebiridir.

2. [A, B] = AB — BA olmak iizere bu iglem ile birlikte GL(n, R) bir Lie
cebiridir.
3. X, M iizereinde tanimhi diferansiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi ol-

sun. [X,Y] = XY — Y X iglemine gore bu kiime bir Lie cebiridir.

Tanim 4.4.2. A ve B Lie cebirleri olamk iizere p([z,y]) = [p(z), p(y)] 6zel-
ligini saglayan ¢ : A — B morfizmine Lie cebir morfizmi denir

4.5 Alhstirmalar

1. G indiskret topoloji ile donatilmig bir grup ise gosteriniz ki G bir to-
polojik gruptur.

2. Bir G topolojik grubunun alt uzay topolojisi ile donatilmig tiim altg-
ruplar1 da topolojik grup olur mu? Aciklayiniz.

3. G = (Z3,4) toplamsal grubunun iizerinde 7¢ = {0, {0}, G} topolojisi
tanimlanmig olsun. G bir topolojik grup olur mu? Aciklayiniz.

4. G topolojik grup ve ¢ € G olsun. Ry : G — G ve Vh € G i¢in
R,(h) = hg seklinde tanimh R, déniisiimiiniin bir homeomorfizm oldu-
gunu gosteriniz.

5. G bir topolojik grup ve g € G olsun. f : G — G ve Vh € (G i¢in
f(h) = ghg™! bir topolojik izomorfizmdir. Gosteriniz. (yol gosterme: f
nin bir grup homomorfizmasi ve homeomorfizm oldugunu goriiniiz. )
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6. G = (R, Tgisk, +) ve K = (R, 75, +) olsun. G ve K nim birer topolojik
grup oldugunu gosterin. Bu iki uzay topolojik olarak izomorfik olur
mu? Aciklayiniz.

7. "-" kompleks sayilarda ¢arpma iglemini gostersin. (S, 741, ) nin bir to-
polojik grup oldugunu gésterin. f : (R, 7s, +) — (S, 751, -) doniigiimii
Vt € R igin f(t) = e*™ geklinde tanimlgansin. @ =~ G . topolojik
izomorfizm oldugunu gosteriniz. (yol gosterme : Kerf = Z oldugunu gé-
riiniiz ve birinci izomorfizma teoremini gergekleyiniz.)
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Bolim 5
SIMPLEKSLER

5.1 Affine Uzaylar

Tanim 5.1.1. A bir kiime olsun. Vz,y € At € [0,1] i¢in (1 —t)z +ty € A
oluyorsa A’ya konveks kiime denir.

Tanim 5.1.2. A, Euclid uzaymn bir alt kiimesi olsun. V farklh x,y € A icin
x ve y tarafindan olugturulan dogru A’da bulunuyorsa A’ ya afine alt kiime
denir.

Not 5.1.1. 1. Afine alt kiimeler konvekstir.

2. Bos kiime ve tek noktali kiimeler afine kiimelerdir.

Tanim 5.1.3. A bir kiime ve V', F cismi iizerinde bir vektdr uzayr olsun.
Agagidaki 6zellikleri saglayan

+:VxA— A (via)—v+a
islemi ile birlikte A kiimesine affine uzay denir;
1. V— A v+— v+ a doniisiimii bijeksiyondur.
2. v1,v9 € Vveace Aigin (v +v2) +a=wv; + (vy + a).

Teorem 5.1.1. {X;},c;, R"e ait konveks (afine) alt kiimeler ailesi olsun. o
zaman [ ;. ; X; konveks alt uzaydur.

ispat.
rye(X; (z#y)
jet
olsun. Vj € Ji¢in z,y € X, dir. V5 € J i¢in Xjler konveks alt kiime oldugun-
dan; Vj € Jigin (1-t)z+ty € X;'dir. O halde (1-t)z+ty € [;; Xj'dir. O
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Tanim 5.1.4. X, R™’in bir alt kiimesi olsun. X'i iceren R"’e ait tiim konveks
kiimelerin arakesitine X’in konveks hull’u denir.

Tanim 5.1.5.

® Do, P1,---,Pm, R de noktalar olsun. py, ..., p, noktalarinin afine kom-
binasyonu

x=topo+tipr+ -+ tmpm; Y ti=1
=1

seklinde tanimlanir.

® Do, P1,-- -, Pm NOktalarinin konveks kombinasyonu afin kombinasyonudur
oyleki t; > 0,72 =0,...m’dir. Yani

topo + t1ip1 + - - - + LD iti =1 ve t; >0, 2=0,...,m.
i=1
Ornek 5.1.1. z,y noktalarinin konveks kombinasyonu
(1—t)x+ty, te]l0,1]
formundadir.

Teorem 5.1.2. py,p1, ..., pm, R’ de noktalar olsun. py, ..., p, noktalar: ta-
rafindan gerilen [po, ..., pn| konveks kiime, po, ..., p, noktalarinin konveks
kombinasyonlarin kiimesidir.

ispat. S, tiim konveks kombinasyonlarin kiimesini gostersin.

S = [po,p1, - - -, Pm] esitligini gostermemiz gerekir. Ik 6nce [po, p1, . . ., pm] C
S oldugunu gosterelim. Bunun icin S’nin py, ..., p, noktalarimi iceren kon-
veks kiime oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir.

e t; = 1 ve digeleri icin ¢; = 0 olsun. Bu durumda;

topo + - +tjp; + -+ tubm; th‘z 1,t; 20,i=0,....m
=0

ve dolasiyla = Vj icin p; € S.

o = iaipi, ﬁ = iblpz € S (ai, bz 2 O, Zai = 1, sz = 1) olsun.
=0 1=0
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(1 —t)a+tB3 € S oldugunu iddia ediyoruz.

(I-ta+tf=(1-1) Zaipi +tz bipi = Z((l —t)a; +tb)p; € S
i=0 i=0 i=0
¢iinki
S (L=t)a;+thy=(1—1)) bi=1, (1 —t)a; + tb; > 0.
i=0 i=1
Bunun sonucunda [pg, p1, ..., pm] C S.
S C [po,p1,-- -, Pm| bagmtisimi gosterelim.
X, po,--..,pm noktalarini iceren bir konveks kiime ise m > 0 iizerinde

tiimevarim ile S C X oldugunu gosterelim.
m = 0 i¢in S = py’dir.

m>0olsun. ; >0 ve > " ;=1 ise p=> ", t;p; X eaitolup
olmadigin1 gorelim. t, # 1 oldugunu varsayabiliriz. Aksi halde p = py
olabilir ve bir iistteki kosul icine diiger. Tiimevarim hipotezinden

t1 to

= + g eX
_1—t0p1 1_t0p2 1_t0pm

q

ve boylece p = topo + (1 — tp)g € X ¢iinkii X konvekstir. Dolasiyla
S C X'dir.

Sonug olarak S = [po, ..., pm] esitligini elde ederiz. ]

Sonug 5.1.1. {po,p1,...,Pm}, R’ de noktalar olsun. {py, ..., p,} noktalari-
nin gerdigi afin kiime bu noktalarin afin kombinasyonunu igerir.

Tamim 5.1.6. R™’de {py, ..., pm} noktalarinin sirali kiimesini ele alalim.
{p1 —Pos P2 — Po, - - -, Pm — Po} kilmesi R" vektor uzaymin lineer bagimsiz alt
uzayl ise {po, 1, ..., Pm} sirall kiimesine afin bagimsizdir denir.

Not 5.1.2.

1. R™nin lineer bagimsiz alt kiimesi afin bagimsiz kiimedir. Tersi dogru

degildir ¢iinkii orijin ile birlikte lineer bagimsiz kiime affine bagimsizdair.

2. Tek noktali kiime {py} afin bagimsizdir ¢iinkii i # 0 olmak tizere p; — pg

formunda noktalar yok ve ¢ bos kiimesi lineer bagimsizdir.
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3. p1 — po # 0 olmas1 durumunda {py, p;} kiimesi afin bagimsizdir .

4. {po, p1, p2, } noktalart aym dogru iizerinde degilse {po, p1,p2} afin ba-
gimsizdir.

5. {po, p1, P2, p3} noktalar1 aym diizlem tizerinde degilse {po, p1, p2, p3} afin
bagimsizdir.

Teorem 5.1.3. {po,...,pm}, R™desirali kiime olsun. Agagidakiler denktir:
1. {po,...,pm} afin bagimsizdir.
2. {so,...,Sm} C R kiimesi

m m

Zsipizo ve Zsi:()

i=0 i=0
esitsizliklerini dogruluyor ise s; = s9 = -+ = s, = 0 dur.

3. A {po,...,pm} tarafindan gerilen afin kiime olmak iizere Vo € A ele-
mani afin kombinasyonu olarak tektiirlii ifade edilir, yani

=0 =0

Ispat 5.1.1. 1) =2): {po,p1, ..., pm} afin bagimsiz olsun. {so, ..., $m} C R
kiimesi

Zsipi =0 wve Zsi =0
i=0 i=0
esitsizliklerini saglasin.
D sipi=Y sipi— (O sidpo= Y si(pi—po) =0
i=0 i=0 i=0 i=0
i=1,...,migin p; — pp lineer bagimsiz ¢iinkii {po, ..., p,} afin bagimsiz. O
halde; s =s9="---=5,, = (0dir.
3o
i=0

oldugundan sy = 0’dar.

2) = 3): x € A alalim. Sonug 5.1.1 den dolay1 = € A eleman: afine
kombinasyon olarak ifade edilir. Boylece z € A elemanin tek tiirli ifade
edildigni gosterelim.

1=0 1=0
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ve " "
x:Zt;pi, Zt;=1
=0 =0

oldugunu varsayalim.
m m m
Stipi=3 tipp = Y (ti—thpi=0=Vi, t; —t] =0=Vi, t; =t].
=0 =0 =0

3) = 1): Vz € A eleman {py,pi, ..., pm} noktalarmmn afin kombinasyonu
olarak tek tiirlii ifade edildigini varsayalim. Yani {p,, ..., p,} kiimesinin afin
bagimsiz oldugunu gostermeliyiz. Yani; {p1 — po, p2 — Po, - - -, Pm — Po} lineer
bagimsiz oldugunu gostermeliyiz.

Varsayalim ki {p; — po, ..., pm — po} lineer bagimh olsun. O halde;

m

Zﬂ'(Pz‘ —po) =0

=0

iken r;(hepsi sifir degil) vardir. r; # 0 olsun. r; = 1 alalim.
pj € A ise

pi=—Y_ripi+ (O _ri+1)po
1#] i#]
p; iki tiirlii ifade edilemeyeceginden ¢eligki.
O halde {p1 — po, ..., Pm — Po} lineer bagimsizdir. ]
Sonug 5.1.2. {pg,...,pm} sirall kiime olsun. Afin bagimsizlik bu kiimenin

bir ozellikelligidir.

Tanim 5.1.7. {ay,...,a;}, R"de bir kiime olsun. Bu kiimenin (n + 1)
eleman1 afin bagimsiz kiime olusturuyorsa, {ai, ..., ax} kiimesi genel pozis-
yondadir denir.

Not 5.1.3. Genel pozisyonda olma 6zellikelligi n sayisina baghdir.
{ay,a9,...,a;r}, R"de genel pozisyon olsun.

e n = 1icgin {a;,a;} afin bagimsiz olmahdir. Yani tiim noktalar farkh
olmali.

e n = 2 ic¢in ii¢ nokta kolineer olmamalidir.

e n = 3 icin dort nokta kodiizlem olmamalidir.
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Teorem 5.1.4. Vk > 0 icin R™ Euclid uzay1 genel pozisyonda k tane noktasi
vardir.

Tanim 5.1.8. {po,p1,...,Pm}, R"de afin bagimsiz alt kiime olsun. A’da bu
alt kiime tarafindan gerilen bir afin kiime olsun. x € A ise Teorem 5.1.3’den

xzztipiv Ztizl-
=0 i=0
(to,t1,---ytm), (m+ 1)-bilesenine x elemaninin bary-centric koordinati de-

P2
to=ti =ty =3, x=3(po+p1+p2)
Do P1
Ps3
P2 .
r = 5 (po+p1+p2 +pj)
Po P

Genel hali: mLH(pO ) =

Tanim 5.1.9. {po,p1,...,pm}, R™de afin bagimsiz alt kiime olsun. Bu alt
kiime tarafindan gerilen konveks kiimeye m-simpleks denir. [po, p1,. .., Pm]
ile gosterilir (p;’ler kogeler olarak adlandirilir).

Teorem 5.1.5. {po, p1,- - -, Pm} afin bagimsiz olsun. Bu durumda [py, . . ., pm]
m-simpleksinin her = elemana;

[E:itlp“ itz:L tZZO, ’L:O,,m
1=0 1=0

formunda tek tiirlii yazilir.

Tanim 5.1.10. {po, p1,- - -, Pm} afin bagimsiz olsun. [py, . .., p,| m-simpleksinin
baricentrik koordinati;

1
m—H(po +p1+ -+ D).
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(to=t1=-=tm = 727)

Not 5.1.4. Barisentrik sozciigii agirhk anlamainda barys yunanca kelimes-
inde gelmektedir. Dolasiyla barisentrik, agirlsk merkez: anlamindadir

Ornek 5.1.2.
e [po] barisentrik’i kendisidir.
e [po,p1] 1-simpleksinin barisentrik’i £ (po + p1)’dir.
e [po, p1,p2] 2-simpleksinin barisentrik’i %(po + p1 + ps)dir.

e ¢; = (0,0,...,0,1,0,...,0) € R"™ olmak iizere {eg,ey,...,e,} afin

bagimsizdir. [eg, €1, . .., €],

n
r = E tiel-
=0

formundaki tiim konveks kombinasyonu igerir. [eg,eq,...,e,]’in bari-

sentrik koordinati (to,t1,...,t,) dir.
po = (1,0,0,0,0...) = ey,

pi=(0,1,0,0,0...) = ey,
P =(0,0,1,0,0...) = es,
p3 = <O707071707"') = €3,
Tanim 5.1.11. [pg, p1, ..., Pm] m-simpleks olsun. p; noktasmin ters yiizii
=0 =0
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[P0, P1, - - -, Pm| m-simpleksinin sinir1 bu ters yiizlerin birlegimi geklinde tan-
imlanir.

. O-simplekste py’in tersyiizii kendisi
Po

1 l-simplekste p;’in tersyiizii po’dir.

Po P1
P2
2-simplekste po'nin ters yiizii pop; dogru pargasi
Po 1
p3

» . 3-simplekste py’nin ters yiizii [p1, p2, ps] 2-simplekstir
0 2

P1
Not 5.1.5. 1. Bir m-simpleksin m + 1 tane yiizii vardir.

2. [po,p1,---,Dm] simpleksinin k-yiizii, & + 1 koge tarafindan gerilen bir
k-simplekstir.

Teorem 5.1.6. S n-simpleksi, [po, p1,...,pn| ile gosterilsin.
i u,v € Sise |[|[u—v|| < Sup||lu—pil-
ii. diamS = Sup ||p; — pjl|.

iii. b, S™in barisentrik’i ise ||b — p;|| < 25 (diam.S).

n n
i. v:Ztipi, Zti:L t; >0, +=0,...,n olsun.
i=0 i=0
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o= ol = llu = tapil = IO ta)u = S tami] (1)
=0 =0 =0
=Y =l < 3 alw = p)| = 3 tillu—pll (52)
=0 =0 =0
< (Y2 t)Sup lu = pill = Sup u — ] (53)
=0

i [u = pill < Sup [lp; — pil|"dir.
cap tanimindan; diamsS = Sup ||p; — p;||

1 n
b— '
(x3) ol onpJ

olmak iizere;

1 n
b—pill =ll—— |~ Di
16— pi] ||n+1j2_;py o

- 1
”n+1§j03pf > i=0p]

== s -l

Jj=0

1 n
< E S C— D
“n—+1 j=0 w Hp] Y H

(i=7, |lp;—npill)
n n
" g ol =

Tanim 5.1.12. {po, ..., py,} kiimesi afin bagimsiz ve A, bu noktalarin gerdigi
afin kiime olsun.

Cn+1

diamS

=0 i=0 =0

T’nin S = [po, - . ., pm)’ve kisitlanigi yine bir afin doniigtimdiir.
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Not 5.1.6. 1. Afin doniisiim, afin kombinasyonu ve konveks kombinas-
yonu korur.

2. Afin déniiglim, afin bagimsiz kiime {izerinde aldig1 degerle belirlenebilir.

3. po,- .., Pm noktalarmin bary centric koordinatin tekligi bu tiir 7" don-
igiimlerin varhigini gosterir.

Teorem 5.1.7. [po,. .., pm| m-simpleks, [qo, ..., ¢,] n simpleks ve
f Apo,--.ypo} — lq0,---,qn] bir fonksiyon olsun. T'(P;) = f(p;) olacak
sekilde bir tek T : [po, ..., Pm] — [0, - - - , @n] dOniigiimii mevcuttur.

Y.G: T(X o tips) = oo tf(pi)
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5.2 Simplisiyal Kompleksler

S = [vo,v1,...,74] g-simpleks olsun. Bu simplekslerin kdgelerinin kiimesi
Ver(S) ={vo,...,v,} ile gosterilsin.

Tanim 5.2.1. S bir simpleks olsun. Eger Ver(S’) C Ver(S) ise S’ ne S
simpleksinin yiizii denir. Eger Ver(S’) € Ver(S) ise S’ ne S simpleksinin
has yiizii denir.

Tanim 5.2.2. Sonlu simplisiyal kompleks K agagidaki 6zellikellikleri sagla-
yan simplekslerin kolleksiyonudur.

i. s € K ise s nin yiizii de K ya aittir.

ii. s,t € K ise bu iki simpleksin arakesiti ya bogtur ya da bu iki simpleksin
ortak yiiziidiir.

Ornek 5.2.1.

Us
U2 [v1, Vo] N [v3, V5] = [v3] — v3 ortak yiiz degildir.
U3
— simplisiyal kompleks degil.
Yo U1 Uy
U2 — simplisiyal kompleks degil. v;, v3 ortak yiiz degil.
U3 Us
Vo (%)
Vg

Tanim 5.2.3. 1. K bir simplisiyal kompleks olsun. A’'nmin underlying uzayi
[ KI=s
sEK

seklinde tanimlanir. (K, R™in alt uzay1)

2. X topolojik uzayi verilsin. Eger K simplisiyal kompleks ve
h:| K |— X homeomorfizma varsa X’e polyhedron denir. (K, h) ikili-
sine X’in iicgenlegtirilmesi denir.

Not 5.2.1. e (K), Euclid uzayimin kompakt alt uzayidir.
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e s, K’da bir simpleks ise | s |= s'dir.

Ornek 5.2.2.

2

2
A=) "tw; | Y ti=1 >0, i=01,2}

=0 1=0

standart 2-simpleks (A? C R") K = A? standart 2-simpleksindeki tiim
0-simpleks ve tiim 1-simplekslerin kolleksiyonu olsun.

N K = {[uo], [, [v3], [0, va], [, va], [o1, v]}

Vo U1
2 — simpleks

K simplisiyal komplekslerin kolleksiyonu iki kosulu da saglar.
K underlying uzay1 iiggen olacaktir.

V2
L:|K|= /\—X=45
Vo (%1

homeorfizmas: var.
O halde cember polyhedrondur.

Tanmim 5.2.4. K ve L iki simplisiyal kompleks olsun.{po, p1,...,p,} nok-
talary, K’da bir simpleksi gererken {¢(po), p(p1),--.,¢(py)} noktalart L’de
bir simpleksi gerecek sekilde tanimlanan ¢ : K — L fonksiyona simplisiyal
doniigiim denir.

Tanim 5.2.5. K ve L iki simplisiyal kompleks olmak {izere ¢ : K — L,
K daki kogeler ile L deki koseler arasinda bijektif ise ¢’ ye K ve L arasibda
bir izmorfizm denir. K ve L ye de izmorfik simplisiyal kompleksler denir.

Onerme 5.2.1. Simplisiyal déniisiimlerin birlesimide simplisiyal déniisiim-
diir.

ispat 5.2.1. Ispat okuyucuya 6dev olarak birakilmistir O

Tanim 5.2.6. Vi i¢in ¢; > 0 olacak sekilde >~ | ¢;p; noktalrina ait P simp-
leksin alt kiimesine P’nin i¢i denir. P° ile gosterilir.
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Ornegin, bir O-simpleksin ici kendisidir. Ayrica bir dijital m-simpleks acik
simplekslerin ayrik birlesimi oldugu gézlenmelidir.

Tanim 5.2.7. K bir m-simplisiyal kompleks ve p € Ver(K) olsun. O zaman
p nin yildiz
st(p) = UP°

seklinde tanimlanir. Burada P € K ve p € Ver(K).
Tanim 5.2.8. K bir simplisiyal kompleks olsun.

dimK = sup{dim(s)}.

seK

Teorem 5.2.1. K ve L iki simplisiyal kompleks olsun. Eger f : |K| — |L]
homeomorfizm ise dimK = dim/L’dir.

Tanim 5.2.9. K ve L iki simplisiyal kompleks olmak iizere ¢ : K — L
simplisiyal doniigim ve f : |K| — |L| siirekli doniigiim olsun. K nin her
kogesi p icin

f(st(p)) C st(o(p))

ise ¢ doniisiimii f’ye simplisiyal yaklagiyor denir.
Onerme 5.2.2. ¢ simplisiyal déniisiimiiniin yaklasimi f olsun.
e f siireklidir.
e f homeomorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ izomorfizmdir.

e f1 : |K| — |L| fonksiyonu ¢; : K — L doniigiimiiniin yaklagimi
ve fy:|L| — |K| fonksiyonu ¢y : L — M simplisiyal doniigiimiin
yaklagimi ise fo o fi : |[K| — |M|, 2 o ¢1’in simplisiyal yaklagim
fonksiyonudur.

ispat 5.2.2. Ispat okuyucuya 6dev olarak birakilmistir. O
Ornek 5.2.3. py = (0,0,0), p1 = (1,0,0), py=(1,2,0), p3=(2,3,4)

p3

Bu {i¢cgen prizmanin sinirlar1 bir simplisiyal kompleks olugturur.
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® O-simpleksler:
0

0
01 = Do, 0y = D1, Ug = P2, 0-2 =P3
® 1-simpleksler:
1 _ 1 __
O-% - (p07p1)7 0y =< Po, P2 >>7 U?l) =< Po, P3 >7 O-i =< P1, P2 >7
03 =< p1,p3 >, 0g=< Pz p3>

® 2-simpleksler:
O-% =< Do, P1,P2 > J% =< P17P27P3 >, O-g =< Do, P2,P3 >,
0f =< po, 1, P3 >
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Bolum 6

SIMPLISIYAL HOMOLOJI
GRUPLARI

6.1 Serbest Abel Gruplar

Tanim 6.1.1. B, F' abel grubunun alt kiimesi olsun. Her b € B i¢in < b >
devirli altgrubu sonsuz ve F' = @pep < b > ise I’ ye B bazh serbest abel
grup denir.

Dolasiyla bir serbest abel grup Z gruplarinin direkt toplamlaridir. F' ser-
best abel grubun tipik elemani

x:Zmbb

formunda tek tiirlii ifade edilir. Burada m, € Z ve my nin hemen hemen hepsi
sifirdir (tiimii fakat m, nin sonlu sayida olmasi)

Not 6.1.1. e Serbest abel grubun bazlari, vektor uzayinin bazlart gibi
hareket ederler(davranirlar).

e Bu abel grubun bazlar {izerinde ¢akigsan iki homomorfizma egit olmal-
dir. Yani bir kiimesi {izerinde bir tek homomorfizm tammlanir.

Teorem 6.1.1. ', B bazh serbest abel grup olsun.

1. G serbest abel grup ve ¢ : B — G bir fonksiyon ise Her b € B igin,
@ oi(b) = p(b) olcak sekilde bir tek homomorfizmas: ¢ : FF — G
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vardir.

2. F serbest abel grup olmak iizere her abel grup G, F/R boliim grubuna
izomorftur.

Ispat 6.1.1. i) F' serbest abel grubuna ait her elemenin

x:Zmbb

yazilabildigini biliyoruz. O zaman

piF—G ) = > my (o)

seklinde tamimlansin. z elemanin tek tiirli ifade edilmesinden ¢ iyi-tanimh
homomorfizmadir. Bir 6nceki notun ikinci kismindan ¢ tektir.

ii) Her = € G igin, iireteci b, olan Z, sonlu olmayan devirli grubunu se-
celim. Dolasiyla B = {b, | x € G} bazh

F = sz
rzeG

serbest abel gruptur.
¢:B— G by— b)) =2

seklinde fonksiyonu tanimlayalim. ¢ siirjektif oldugundan ¢ homomorfizmasi
stirjektifir. Birinci izomorfizma teoreminden G = F/Ker ¢. O

Teorem 6.1.2. Verilen 7" kiimesi ic¢in, T yi baz kabul eden bir serbest sbel
grup F' vardir.

ispat 6.1.2. T = ¢ ise F = 0 dir. Aksi halde her ¢t € T icin elemanlar
mt olan Z,; toplamsal grubunu tanimlariz. Z; nin iireteci ¢ olan bir sonsuz
devirli grup oldugu kolayca goriilebilir. Dolasiyla F' = @e7Z; grubu t inci
koordinat sifirdan farkli olmak iizere b; tbaz elemanlarindan olusan bir serbest
abel grupttur. O
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Teorem 6.1.3. F' serbest abel grubun her hangi iki bazin kardinalitisi egittir.
ispat 6.1.3. Okuyucuya birakilmigtir.

Tanim 6.1.2. F', B bazh serbest abel grup ise F' nin ranki B nin kardina-
tisine egittir.

Simdi herhangi bir abel grubun rankini tanimlayabiliriz;

Tanim 6.1.3. G bir abel grup olsun. Agagidaki 6zellikleri saglayacak gekilde
G nin bir F' abel alt grubu varsa G nin ranki r dir denir;

1. rank F' =r;
2. G/F burulmali(torsiyon).

6.2 Simplisiyal Zincir Kompleksler
Tanim 6.2.1. K orianted (yonlii) simplisiyal kompleks olsun. ¢ > 0 olmak
tizere Cy(K) asagidaki 6zellikelliklere sahip abel gruptur.

* Uretegler:
pi € VerK olmak iizere (po,p1,...,p,) noktalarimdan olusacak dyleki
{po,p1,...,ps}, K’daki bir simpleksi germesi gerekir.

* Bagmtilar:
i. Eger bir kenar tekrarlarsa (po, p1,...,p,) = 0'dir.

i (Po, 1, - -5 Pg) = Sgn(T)(Pr(0)s Pr(1) o pr(ay)
Cy(K)'nin elemanini < pg, p1, ..., p, > ile gosterecegiz.
Lemma 6.2.1. K m-boyutlu simplisiyal kompleks olsun.
Cy(K), bazlar1 < pg,p1,...,p, > olan serbest abel gruptur.
q > mise Cy(K) = 0’dur.

Tanmim 6.2.2. 0, : Cy)(K) — C,_1(K)

< Py D1y« 3 Dg > Og(< Doy -+ Dg >)
q
= Z(—l)z <p0,p1,...,]3i,...,pn >
i=0
Ornek olarak;
2
Oo(< posp1,p2 >) = Z(—l)i < Py, pi, p2 >
i=1
<p1,p2 > — <po,p2 > + < Ppo,p1 >
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< p1,p2 >, < po,p1 >, < po, p2 >€ Ci(K)
Boylelikle baz elemanlarin lineer birlegimi ifade edilmis oldu.

Teorem 6.2.1. K m-boyutlu simplisiyal kompleks olsun. O zaman;

0 — Co(K) 2% O 1 (K) 225 Co(K) — 0

bir zincir komplekstir. (0,,_1 © 9, = 0)

Tanim 6.2.3. K ve L iki simplisiyal kompleks olmak iizere ¢ : K — L
simplisiyal doniisiimii ¢, : Cy(K) — C,(L) asagidaki gibi lineer doniigiim
indirger;

« 1 = {eo), .- ey}, {¢®o),.-.,p(py)} L deki bir simpleksi gerer
P«(1P0s - - -5 Pg 0, {¢(Po),-..,0(py)} L deki bir simpleksi germez

Tanimdan Asagidaki 6nermeyi verebiliriz;

Onerme 6.2.1. ¢ : K — L ve ¢ : L — M iki simplisiyal déniisiim olsun.
Yo : K — M bilegkesi

(Vo) =1thop.
esitligini gercekleyen (1) o @), : Cy(K) — Cy(M) déniiglimiinii iiretir.
Simplisiyal doniigiim ile sinir homomorfizmas1 arasindaki iligki goyledir;
Onerme 6.2.2. ¢ : K — L simplisiyal dongiim ise
00w, =,00:Cy(K)— Cy1(L).
Ispat 6.2.1. {po,...,ps}, K da bir g-simpleksi gersin. O zaman

9o oi({po. -, pg}) = 0{p(po), - .-, 0(pg)})

(_1)i{90(p0)7 s 7@(]71')7 s @(Pq)}

I
'M“‘ @

:' (—1)ig0*({p0,...,ﬁi7...pq})
= %(Z(—l)i{po, o3 Dis- - Dq))

=, 00({po,---,Di,---Dq})
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6.3 Simplisiyal Homoloji Gruplari
Tanim 6.3.1. K oriented simplisiyal kompleks olsun.
Z,(K) = Kero,
={<po,p1,...,pg >€ Cy(K) | 04(< po,.-.,pq >) =0}

grubuna g-devir grubu denir.

By(K) = Imdy

- {< Po,P1y---5Dq >€ Cq(K) ‘ aq+1<< Pos -5 Pg+1 >) =<Dpo,P1;--- » Pq >}
grubuna g-sinir grubu denir.

Lemma 6.3.1. B,(K) C Z,(K) C C,(K)'dur.

Tanmim 6.3.2. H,(K) = g(qflg grubuna q. boyutta simplisiyal homoloji grubu

denir.

Klein Sisesi
1 tane O-simpleks [v] var. O halde Cy(Kb) = Z

K: v - v

a4 c Y

3 tane l-simpleks [a], [b], [¢] var. O halde Cy\(Kb) = Z O Z ®Z
2 tane 2-simpleks [U], [L] var. O halde Cy(Kb) =Z & Z

Ve ¢ > 3 icin Cy(Kb) = {0} dir.
0 — Cy(Kb) — C1(Kb) — Cy(Kb) — 0

Buradan;
Kerdy = Cy(Kb) 2 7Z ve Imo; = {0} dir.
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62 . C2(Kb) — Cl<Kb>
homomorfizmasim ele alahm. ¥V p U + ¢ L € Cy(Kb) igin

Do(pU 4 qL) = p 02(U) + q 02(L)

=p(-a—b+c)+q(—c—a+b)
=—-(p+q at+t(g—p) (b-

c)

(—a—b+c)+ (—c—a+b) =2a olur. O halde iirete¢lerimiz 2a ve b—a — ¢
dir. Buradan; Imoy =27 ® 7 dir.

Simdi d; nin g¢ekirdegini hesaplayalim.
O2(pU 4+ qL) = 0 olsun. O zaman —(p +q) a+ (¢ —p) (b—¢c) =0
< p=q=0 dir. O halde Kerd, = {0} dir.

81 . Cl(Kb) — C()(Kb)

homomorfizmasin ele alalim. Vria + rob 4 r3¢ € C1(Kb) igin

O1(r1a + reb+13¢) =11 O1(a) + 19 01(b) +1r3 01(c) =r1 (v—0)+1re (v—
v) 4713 (v—v) =0 elde edilir.
O zaman; Keroy 2 Z@Z®Z ve Imo, = {0} dir.

Artik Klein Sigesinin homoloji gruplarini hesaplayabiliriz.

Hy(Kb) = feise = & =7

LKD) = o B = T, 07

Hy(Kb) = Kerde o 48 — {0}

H,(Kb) ={0} ¢>3 dir
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Tor

b

|3

a c ka

1 tane O-simpleks [v] var. O halde Cy(Kb) = Z
3 tane 1-simpleks [a], [b], [¢] var. O halde Cy\(Kb) = Z & Z & Z
2 tane 2-simpleks [U], [L] var. O halde Cy(Kb) = Z S Z

Ve ¢ > 3 icin C,(Kb) = {0} dir.

0— Cy(T) — C{(T) — Co(T) — 0
Buradan;
Kerdy = Cy(T) = Z ve Imos = {0} dir.
82 : CQ(T) I Ol (T)
homomorfizmasin: ele alalim. VpU + ¢L € Cy(T') igin

Oo(pU +qL) =p (U)+q 02(L) =p(—a—b+c)+q(a+b—c)
=p(-a—bt+c)+qatb—c) =(p—q) (c—a—10)
O halde Imdy =2 7 olur.

Simdi J; nin g¢ekirdegini hesaplayalim.
O2(pU 4+ qL) =0 olsun. O zaman (p —q) (c—a—>b) =0 = p=q dir.
O halde Kerd, 2 7 dir.

61 . Ol(T) — Oo(T)

homomorfizmasin ele alalim. Vria + rob 4 r3c € C1(T') i¢in

61



O1(r1a + reb+13¢) =11 O1(a) + 19 01(b) +1r3 01(c) =7r1 (v—0)+7re (v—
v)+ 713 (v—v) =0 elde edilir.
O zaman; Keroy,=Ci(T)=Z®Z®Z ve Imo, = {0} dir.

Artik Tor un homoloji gruplarini hesaplayabiliriz.

Hy(T) =t = iy =L

H(T) = Ko o 2600 _ 7.7

_ Kerds ~ Z __

H,(T)={0} ¢>3 dir.
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Reel Projektif Diizlem

o

[ C el

2 tane O-simpleks [v], [w] var. O halde Co(RP?) = Z @ Z
3 tane 1-simpleks [a], [b], [c] var. O halde C\(RP?*) X Z & Z®7Z
2 tane 2-simpleks [U], [L] var. O halde Co(RP?) 2 Z & Z

Ve ¢ > 3 igin C,(RP?) = {0} dir.

0 — Co(RP?) — C1(RP?) — Cy(RP?) — 0
Buradan;
Kerdy = Co(RP?) 2 Z & Z ve Imds = {0} dir.
82 : CQ(RPQ) — 01<RP2)
homomorfizmasim ele alahm. VpU + gL € Co(RP?) igin

Oo(pU +qL) =p (U)+q (L) =p(—a+b+c)+q(—a+b—2c)
=—a(ptq)+db(p+tq +cp—q
=pp+qg (b-—a)+(—qc

—a+b+c—a—c+b=2(b—a) olur. O halde iireteclerimiz 2(b — a) ve
—a —c+b dir. Buradan Imo0, =27 ® 7 dir.

Simdi 0, nin ¢ekirdegini hesaplayalim.

O2(pU + qL) = 0 olsun. O zaman (p+¢q) b—a)+(p—¢q) c=0 <=
p=¢q=0 dir. O halde Kerd, = {0} dir.

81 : Cl(RP2) — C()(RPQ)
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homomorfizmasini ele alalim. Vria + rob + r3c € C1(T) i¢in

O1(ria + rob + r3c) = r1 01(a) + 19 O1(b) + 13 O1(c) =1 (W —2v) + 719 (W —
v)+713 (v—0)

= (w —wv) (r +1r2) dir.

O zaman iiretec bir tanedir. Buradan Imo, =2 Z olur.
O1(ria+reb+1r3c) =0 olsun. O zaman (w—v) (1 —re) =0 =1 = —ry
dir. Buradan Kerd, 27 ® 7 olur.

Reel Projektif Diizlemin homoloji gruplarini hesaplayabiliriz.
H(RP?) = o = 52—

2\ _ Kerdy ~ ZOZ __
Hl(RP ) — TImdy, — 2ZeZ 2

Hy(RP?) = ferle = (0 = {0}

H,(RP?)={0} ¢>3 dir.
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Kiire

W o v
U
b c Ya
F 9
L
v g WA
T a Rt

2 tane O-simpleks [v], [w] var. O halde Cy(S?*) X Z&Z
3 tane 1-simpleks [a], [b], [c] var. O halde Cy(S*) X Z G Z ®Z
2 tane 2-simpleks [U], [L] var. O halde Cy(S?) X Z & Z

Ve ¢ > 3 igin C,(S?) = {0} dir.

0 — Cy(S?) — C1(S?) — Cp(S?) — 0
Buradan;

Kerdy = Co(S?) X Z&Z ve Imdy = {0} dir.

82 . 02(52) — 01(52)

homomorfizmasini ele alalim. VpU + qL € C5(S?) igin

Oo(pU +qL) =p O2(U)+q O2(L) =p (=b+b+c)+q(—a+a—rc)
=c(p—q)

O halde tiretecimiz " ¢ " bir tanedir. Buradan Imod, = Z dir.
Simdi 0, nin ¢ekirdegini hesaplayalim.

Oo(pU +qL) = 0 olsun. O zaman c(p—¢q) =0 == p = ¢ dir. Uretecimiz
bir tane oldugundan Kerd, =7 dir.

65



By : C1(S?) — Cy(S?)

homomorfizmasini ele alalim. Vria + rob 4+ r3c € C1(T') igin

O1(ria + rob + r3c) = ry 01(a) + 19 01(b) +r3 01(c) =r1 (w—v) + 71y (W —
v)+ 713 (v —v)
= (w—w) (r —rg) dir.
O zaman iiretec bir tanedir. Buradan Imo, = Z olur.
O1(ria+ reb+1r3c) =0 olsun. O zaman (w —v) (r; —ry) =0 =11 =719
dir. Buradan Kero, 27 olur.
Kiirenin homoloji gruplarini hesaplayabiliriz.

Ho(5?) = Kerdo 2 252 _ g

HI(SZ) - —[fﬂ"% = % = {0}

Hy(8%) = G2 = Lo =7,

Hq(S2) ={0} ¢=>3 dir.
Teorem 6.3.1.

1. K =0 ise Hy(K) = 0’dir.
2. K = {xo} bir 0-simpleks ise Hy(K) =0, i>1

Ispat 6.3.1.
1. K = () olsun.

ZO(K):Kera():O BO(K):]mE)l:O
Dolasiyla Hy(K) = gggg{O}
2. K = {xo} olsun.

CQ(K) =< Ty >~ Z, OZ(K) :{O} 1>1
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Z()(K) = K@Tao = C()(K) >~ Z, Bo(K) = Im@l = {0}
Boylece Hy(K) ~ Z. O

érnek 6.3.1. Po = (0,0,0), b1 = (17()’ 0)7 b2 = <1a270)7 b3 = (27374)

o) =<py>, 0Y=<p > o0y=<py> 0]=<p3>

01 =< po,P1 > U% =< po,P2 >, O-:% =< Po,P3 >, Ui =< p1,p2 >
op =< p1,p3 >, 0f=<p2,ps>

2 2
07 =< Po,P1,P2 >, 05 =< pi1,DP2,P3 >, 03 =< Do, DP2,P3 >
03 =< po,P1,P3 >

Co(K)=<od)!>®d<o)d>d<o)i>®<ol>>Id Il 7 ~7"
Ci(K)=<ol>@<al>®<ol>p<ol>a<ol>® <0} >~ 76
Cy(K)=<o0i>®<0s>D<05>D<o0; >~ 7"

Ci(K)=0 i>3

0 -2 Cy(K) -2 O (K) -2 Co(K) 20

03

02zt 2 70 2zt B
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Zo(K) = Kerdy = Co(K) ~ Z*

Bo(K) = Imd, = {a1 < 0¥ > +ay < 09 > 4az < 05 > +ay < 0] >

ay + ay + as +ay = 0} = Z3 (Ureteg sayis1 3)

—"

Zo(K 4
Hy(K) =28 ~ L~ 7
Hatirlatmas:
az<< PosP1y- -+ Pm >> = Z(_l)Z < Po, D1, - - - 7151'7 <y Pm >
i=0

51(0%) =P1— Do
31(0%) =P2 —Po
al(Ué) =P3—Po
01(041) =pP2—"N
al(Ué) =P3s—DP
(91(0(15) =P3 — P2

01 smr homomorfizmasinin matrisi;

-1 -1 -1 0 0 0

1 0 0O -1 -1 0
0 1 0 1 0 -1
0 0 1 0 1 1
Do(07) =< p1,p2 > — < po,p2 > + < po,p1 >
32(03) =<p2,p3 > — <p1,p3 >+ <p1,p2 >
0o(03) =< pa,p3 > — < Po,p3 > + < Po, P2 >
Do(0F) =< p1,p3 > — < Po,p3 > + < po,p1 >
Jo stir homomorfizmasinin matrisi;
1 0 0 1
-1 0 1 0
N 0 0o -1 -1
1 1 0 0
0O -1 0 1
0 1 1 0 |




Z1 (K 3
H\(K) = BiEF'; ~ Z; = {0}
_ Z2E) o 2
Hy(K)=2W ~ L~ 7

Zy(K)={a<o?>—-a<oi>4a<oi>—-a<o;>|la€Z}~7
H(K)=0, i>3

Teorem 6.3.2. f: X — Y homeomorf ise f, : H;(X) — H;(Y) izomorftur.
ispat 6.3.2. Okuyucuya birakilmigtir. O
Teorem 6.3.3. 0 =< py, p1,...,pn >, n-simpleks ise, 0,1 0 0, (o) = 0’dur.
ispat 6.3.3. 0 =< po,p1,-...,Pn >, n-simpleks olsun.

an*1 © 8n(a) = anfl(an«j)) = anfl(an < Do, P1,- - - 7pn)

- an—l(Z(_l)Z < Po,P1;--- 715757 <o s Pn >)
=0
n i—1

= Z(_l)l[z<_1)] < Do, D1, - - - 7]5j7 S 7]51'7 -y Pn >
i=0 j=0

+ Z (_1>j71 <p07p17'"7ﬁi7"'7ij7"'7pn >]
j=i+1

= Z <_1)i+j <p07p17' e >ij7' .. >pAi7 <o s Pn >
j<itn

+ Z (_1)i+j71 <p07p17"‘7ﬁi7"‘7]§j7"'7pn >
i<j<n

= ((_1)Z+]+(_1)Z+j_1) <p07p17‘"715j7"'715’i)"'7pn >=0. U
J#i
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6.4 Simplisiyal Kompleksin Euler Karakteris-
tigi

(K, f), S? kiirenin bir iiggenlestirilmisi olsun. V, kiseler(0-simpleksler) say1-
sini, F kenarlar(1-simpleksler) sayisin1 ve F' yiizeyler(2-simpleksler) sayisini
gostersin. Bu durumda FEuler formuli

V-E+F=2
oldugunu biliyoruz. Simdi bunu genellegtirelim;

Tanim 6.4.1. K, m-boyutlu simplisiyal kompleks olsun. ¢ > 0 icin «y,
K’daki g-simplisiyal komplekslerin sayisi olsun. K simplisiyal kompleksinin
Euler karakteristigi:

X(E) =) (=1)'a,
q=0
seklinde tanimlanir.

Teorem 6.4.1. K, m-boyutlu oriyantal simplisiyal kompleks olsun.

m

X(K) = (=1)Trank(H,(K)).

q=0

ispat 6.4.1. Asagidak zincir kompleksini ele alalim;

0% G () 22 Coua () 7 - P Gy () 240
Her ¢ i¢in C,(K) ranki o, olan serbest abel grupttur. H,(K) = gz%g

oldugundan
rankH,(K) = rankZ,(K) — rankB,(K)

Imd,, 11 = 0 oldugundan B,,(K) = 0 dir. Her ¢ > 0 i¢in

0 — Z,(K) — C,(K) 2% B,_1(K) — 0

tam dizisi vardir.

= Z(—l)qrank Z,(K) + Z(—l)qrank By-1(K))



B_i(K) =0 = B,,(K) oldugundan
X(K) =Y (—1)rank Z,(K)+ Y (—1)""'rank By(K)
q=0 q=0
= (—1)%(rank Z,(K) — rank B,(K))
q=0
= (~1)rank H,(K). O
q=0
Ornek 6.4.1.
e f Zi=0,2 o [ Z,i=0
H1(5>_{o, P40, 2 H(DT) =910 iz0
Z, i=0,2 .
H(T)={ 27, i=1 Hz-<Sl)={§’ ?;8’11
0, i£0, 1,2 7
Z, 1=10 .
H(KD) =4 27, i=1 Hy(S" xI):{ - ?;8’11
0, i#£0, 1 7Y
. Z, i=0
H;(MDb) :{ g 2;8 11 Hi(RP*) ={ Z,, i=1
’ ’ 0, i#0, 1

Yukaridaki Teorem kullanarak Fuler karakteristigini hesaplayabiliriz;

o0

X(S%) =) (~1)'rank H,(S?)

q=0

= (—1)%rank S*(T) + (—1)'rank H;(S?)+ (—1)*rank Hy(S?) + ...

=1-0+14+0+0+...=2

= Z 1)%rank H,(T)
4=

(— 1) rank Ho(T) + (—1)'rank H,(T) + (—1)*rank Hy(T)) +
14+ (-1).2+1=0
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6.5 Homoloji ve Simplisiyal Donitigsiimler

¢ : K — L simplisiyal doniigiim olsun. ¢, doy, = @, 00 esitligini dogrula-
yan ¢ : Cy(K) — Cy(L) lineer donsiimii iirettigini biliyoruz. [c¢] = ¢+ B,(K),
H,(K) bir eleman: géstersin. Dolasiyla ¢ € Z,(K) dir yani d(c) = 0 ve boy-
lece 00 @,.(c) = @, 00(c) = 0 oldugundan ¢.(c) € Z,(L) dir.

c—c € By(K)ise bir ue Cpq(K) icin p.(c— ) = @.((u) = 0(p.(u))

dir. Yani p.(c) + By(L) = p.(c) + B,(L). Dolastyla

H(p): Hy(K) — Hy(L)  c+By(K) — H(p)(c+By(K)) = pu(c)+By(L).

Tanim 6.5.1. ¢, 1 : K — L iki simplisiyal doniigiim olsun. Her ¢ icin
Ogp10h+hod, = p. —

esitligini dogrulayan h : Cy(K) — Cyq1(L) lineer dongiimii varsa ¢ ve
doniigiimleri zincir homotoptur denir.

Teorem 6.5.1. ¢ ve 1 arasinda bir zincir homotopi varsa
H(p) = H(1).
Ispat 6.5.1. [c] = ¢ + B,(K) € H,(K) olsun.
g1 0 h(c) +hody(c) = pu(c) = 1u(c).

94(¢) = 0 oldugundan ¢, (c) —1.(c) = doh(c) € By(L). Yani ¢.(c)+ B,(L) =
x(c) + By(L) ve H(p)([c]) = H(4)([c]). 0

Tanim 6.5.2. ¢, ¢ : K — L iki simplisival doniigiim olsun. Herhangi
bir ¢ € K simpleksi icin, (o) U (o) L de bir simpleks oluyorsa ¢, v
doniigiimleri kontgious dur denir

Sonug 6.5.1. ¢, ¥ : K — L iki simplisiyal doniisiim ve ¢, 1 ye kontgious
ise tiim ¢ i¢in H,(p) = H,(¢) dir.

ispat 6.5.2. Okuyucuya birakilmigtir. O

72



Boliim 7
DUGUM TEORISI

Elimize kiip seklinde bir kutu alahm ve kutunun etrafina bes metre uzunlu-
gunda bir ipi hediye paketlermigiz gibi baglayip uclarini yapistiralim. Daha
sonra bu ipi yavagca kutunun etrafindan ¢ikaralim. Elde ettigimiz sekil bir
trefoil (yonca yapragi) olacaktir. Aymi iglemi bes metre degilde yirmi metre
uzunlugunda ve daha kalin bir iple yapsaydik yine bir trefoil elde etmig ola-
caktik.

o\ 6

Yani diigiim teorisinin topolojinn bir alt dal olarak incelenmesinin sebebi
de budur.
Diigiim teorisinin tarihinin baglangici tam olarak bilinmesede ilk olarak Ga-
uss’un ilgilendigi diiglintilmektedir ancak bu konuyla ciddi manada ilk olarak
ilgilenen Amerikali iinlii matematikci Alexandar olmustur. Alexander diigiim
teorisinin 3-boyutlu topolojide ne kadar énemli oldugunu gostermistir.Daha
sonra Alman matematik¢i Seifert 1920 de caligtigi bu konunun 6nemini pek-
cok kisinin anlamasini saglamistir. Ayrica cebirsel geometri ile diigiim teorisi-
nin iligkisi bu donemde Almanya’da yapilan calismalarda ortaya konulmustur.
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Asil biiyiik ilerlemeler ikinci diinya savag: sirasinda Amerika’da yapilan arast-
irmalarla saglanmigtir. Amerika’daki bu geligmelerin etkisi zamanla Japonya’ya
da sigramig ve burada da diigiim teorisi ile ilgili biiyiik atilhimlar gerceklegtir-
ilmigtir. 1970 de ise periyodik doniigiimlerle alakali Smith tahmininin ¢6ziim-
iinden dolay1 diigiim teorisinin cebirsel say1 teorisi ile baglantisinin olabilecegi
farkedildi.

1980 lere gelindiginde ise Jones un epochal diigtimlerini kegfi ile diigiim teorisi
topoloji baghg altindan ¢ikip matematiksel fizige tasinmigtir. diigiim teorisi
devaml olarak gelistigi icinde pekcok bilimdali ile olan iligkisi zamanla ortaya
gikacaktir. Matematiksel biyoloji, mekanik ve kimyanin da pekgok alanindaki
iglevselligi zamanla ortaya konulmugtur.

Giiniimiizde ise diigiim grafi diigiim teorisinin uygulamalarinda oldukca 6nemli
bir yer tutar. Ozellikle diigiim teorisinin kimyaya uygulamalarinda diigiim
graflar1 6nemli bir aragtir. Spatial (uzaysal)graflar olarak adlandirilan ve diiz-
lemsel graflardan biraz farkli olan bu graf kavrami bu alanda 6nemli bir arag-
tir. Bu yiizyilin bagindan beri ise bu alanda calisan bazi kimyacilar diigiim
veya halkalari iceren yapi formiilii ile suni molekiil sentezlemeye ilgi gosterm-
iglerdir. Frisch ve Wassermann (1961) bir halkay: (Hopf Halkas1) ihtiva eden
yap1 formiilii ile bir molekiilii sentezlemeyi bagardilar (Murasugi 1996). Bir
diigiimiin yapisal formiilii ile bir molekiilii sentezleme iglemi bazi kimyacilar
tarafindan siirdiiriilmiistiir ve molekiiller bu ilging yap1 formdilii ile sentezlen-
migtir. Walba (1985) molekiiliin yapisal formiiliinii elde etmek i¢in kullanilan
islemde, yapisal formiil olarak bir diigiimiin yapisini1 kullanir, Mobiiis merd-
ivenli (Mjz-graf) bir molekiil sentezlemeyi bagarir (Murasugi 1996). Bu olay
molekiil topolojisinin dogmasina yol acmigtar.

Bir molekiiliin yapisal formiilii,molekiildeki atomlara kargilik gelen ve kenar-
lari,kogeler, kovalent baglar yardimiyla atomlar arasindaki veri kombinasyo-
nunu ifade eden bir graf olarak tanimlanabilir.

7.1 Diigiimler, Zincirler, Diyagramlar

Diigiimii formel olarak tanimlarken smooth(diizgiin) diigiim ve poligonal
diigiim olarak ikiye ayirabiliriz.

Tamim 7.1.1. (Diiglim ve Zincir)

1. Birim ¢cembere homeomorf olan 3 boyutlu uzayin alt kiimesine diigiim denir.

2. Birgok ayrik (kesigmeyen) diigiimlerin birlegimine zincir denir.
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3. Iki zincir 3 boyutlu uzayda izotopik ise bu iki zincir denktir denir.

DO

Sekil 7.1: trefoil diiglimii- sekiz diigiimii -kare diiglimii

Tanim 7.1.2. Birim ¢embere denk olan diigiime diigiimsiiz denir.

2. Bir zincir {(z,y,i)|z* + y* = 1i = 1,2,...,n} kiimesine denk ise bu zincire
n-bilegenli zincir olmayan denir.
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N

- T
L=

T

) &0

Sekil 7.2: hoph zinciri- whitehead zinciri - borromean zinciri

Iki diigiim ya da iki zincir diizlemde ayni diyagrama sahip iseler bunlar

1
/\

Sekil 7.3: uygun ¢aprazlama-kétii caprazlama

Tanim 7.1.3. R? de kendini kesmeyen poligonal dogrulara poligonal diigiim
denir.

Tanim 7.1.4. Diferansiyeli sifira esit olmayan sonsuz bir diferansiyellenebilir
gémiilme
altinda, R? deki cemberin goriintiisii olarak tanimlanan diigiimlere ise smooth
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diigiim denir.
Biz genel olarak diigiimiin smooth tanimini kullanacagiz.

) &

Sekﬂ 7.4: 41 ve 31

Tanim 7.1.5. Kiler diigiim vei#ji¢in K; (| K; =0iken L = i KLU .. U K,
C R3 olacak sekildeki L alt uzayina zincir denir.

Tanim 7.1.6. n bilegenli bir L zincirinin bilegen sayisini comp(L)=n ile gos-
terilir.
comp(L)=1 olan bir zincir ise bir diigiime kargilik gelir.

Tanim 7.1.7. Zincirler diyagramlar yardimiyla incelenir. R? deki zincirlerin
regiiler diyagramin elde etmek icin

R2={(x1,2,0) € R® | z; € R} deki goriintii resmi alnir. igte bu diyagramla-
rin su sekilde ifade edilir.

R? deki bir diyagram yaylarin ve ¢aprazlamalarin sayisi tarafindan gosterilir.
Bir caprazlamada bir yay yukaridan gecerken diger iki yay asagidan gecer.

st gegiy

AN

tgi': \

Bir diyagramda asagidaki caprazlama hareketlerinin yapilmasina izin ve-
rilmez.

Tanim 7.1.8. Yonlii bir zincir herbir bilegsen boyunca bir yon secerek zincire
karsilik gelen diyagramda oklarla gostererek elde edilir. Boylelikle iki cegit
caprazlama elde etmis oluruz:
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7

pozitif'sag el

Tanim 7.1.9. Yonlii bir diyagramin kivrimi su sekilde bulunur:
W(D)=) capraziamatar SOPTaZlama isaretleri

Gy () 0o &

wiD) =12 w(D) = wiD) =1

Tiim yonleri degigtirmek kivrimi degistirmez yani yonlii olmayan bir diigiim
diyagraminin kivrimi iyi tanimhdir.

Tanim 7.1.10. Yoénli bir D diyagraminin bilegenlerinin C',C, ..., C, ol-
dugunu varsayalim.

i # j olmak kosulu ile Cj ile C; nin zincirlenme sayis1 agsagidaki sekilde tan-
imlanir:

1 . .
lk(c@’ C]) 2 ZC’iileC’jm'ncaprazlamalari gapmzlama Z§a7’€tl€'f'2
D nin zincirlenme sayisi ise:

lk(D) = Eogigjgn l/{?(CZ,C]>
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AR

0 30 /T
) bﬁ

Ik(D)=1 lk(D)=0 Ik(C;,C)=0, i=]

a5 7 5
2 5
(3%

- —
H((Cj_. Cg): %8:4 [k'/DFT t’k(@g, Cj)zéé =3 11’(1)): 15
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7.2 Reidemeister Hareketleri

Tanim 7.2.1. Reidemeister hareketi bir diigiim diyagrami iizerinde herhangi
bir degisiklige sebep olmadan yapilan hareketlerdir.

Ry: Diyagramin homotopisi yay ve caprazlamalarin ingasini degistirir yani
ornegin yaylar1 biizer ya da acar fakat yoniinii degistirmez:

Diyagramin etkilenen kisimlar yalmizca agagidaki hareketlerle meydana gelir
Rli

; ’k@

RQZ

Bir diigiimii isimlendirirken iki sayiya ihtiya¢ duyacagiz. Bunlar diigiimiin
caprazlanma sayisi ve bir diigiimiin ¢6ziilmesi i¢in yapilmasi gereken hareket-
lerin sayisidir.

Yani 3; trefoil diigiimii i¢in 3 diigiimiin ¢aprazlanma sayilari, 1 ise diigiimiin
¢Oziilmesi icin yapilmai icin gereken isaret degisimi hareketidir.
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Tanim 7.2.2. D ve D’ diyagramlar: izotopiktir. <= D diyagrami R;, 0 <
¢ < 3 hareketlerinin yardimiyla D’ diyagramindan elde edilebilir.

Eger D ve D’ Ry hareketi kulanilmaksizin birbirine izotopik kilinabiliyorsa D
ve D’ ye regiiler izotopik denir.

Teorem 7.2.1. (Reidemeister(1952))

. Herhangi bir L zinciri diyagrami olan bir zincire izotopiktir.

. Verilen Ly, Ly zincirlerinin diyagramlari sirasiyla Dy ve Dy olsun. Ly ve Ly
zincirleri izotopiktir ancak ve ancak D, ve D, diyagramlar: izotopiktir.

Hopf zinciri Whitehead zincirine izotopik degildir.

7.3 Diigiim Renklendirme

Tanim 7.3.1. Bir L zincirinin D diyagrami asagida gosterildigi gibi tamsa-
yilarla gosterilebiliyorsa, L zincirine modn e gore renklendirilebilir denir.
a4+ c=2bmodn

yani iist gecis = alt gegislerin ortalamasi

/

modn e gore diiz bir renklendirme yapmamaliyiz. Yani modn e gore biitiin
yaylar ayni renkte olmamali.

Yani diigiim renklendirme sirasinda ozellikle agagidaki iki kurala dikkat et-
meliyiz:

. En azindan iki renk kullamilmaldir.

. Herbir kesisimde ya ii¢ farkli renk ya da tiimii ayni1 renk olacak sekilde renk-
lendirme yapilmalidir.

Teorem 7.3.1. Eger bir L zinciri mod n de renklendirilebiliyorsa, L nin
biitiin diyagramlarida mod n de renklendirilebilir.
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1 bilegenden daha fazla bilegene sahip herhengi bir zincir mod2 de renk-
lendirilebilir. Bundan hareketle hi¢bir diigiim mod2 de renklendirilemez.

Tanim 7.3.2. Bir zincir ya da diyagram z; < 0 bolgesinde ve x; > 0 bolges-
inde olacak gekilde iki par¢cadan meydana geliyorsa bu zincir ya da diyagrama
ayrilabilir denir.

Eger bir zincir ayrilabilirse o zaman bu zincir herhangi bir n # 1 i¢in
modn de renklendirilebilirdir. Borromean halkalar: ayrilabilir degildir.

Lemma 7.3.1. Herhangi bir diyagram santran¢ tahtasi seklinde gosterileb-
ilir.

Tanim 7.3.3. Bir diyagramin alt gecis ve iist gecis bilgilerini gézardi ederek
¢izilen zincir diyagramina golge denir.

S deki bilegenleri baglandig: yerdeki tiimleyenlerine yani Snin ayirdigi kisim-
lara bélge denir.

Eger her caprazlamada dort farkli bolhe varsa diyagrama indirgenmis diyag-
ram denir.

Teorem 7.3.2. (Schinflics) R* deki herhangi bir C kapali egrisi igin
h: R*> — R? ve h(C) = S' geklinde bir homeomorfizm vardir.

Lemma 7.3.2. Bolgeler yol baglantilidir.

L bir zincir olsun. L nin bir indirgenmis diyagrami vardir.
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7.4 Diigiim Renklendirmesine Sistamik Yakla-
sim

Varsayalim ki diyagramlar baglantili, indirgenmis ve kapakli egrilerden yok-
sun olsun.
Ornegimizin tamsay: ¢ozlimlerini aragtiralim:

21’0 — T5 — Tg :nbo
21’6 — Xy — X1 :nb1
2$4 — 1 — I :an

2x4 — 29 — X7 = nby

yukaridaki denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi n € Z ve b tamsay1 vektoriidiir.
Yani A, = nby nin ¢éziimiidiir. S6yle ki;
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2 0 0 0 0 -1 -1 0
-1 -1 0 0 0 0 2 0

0 -1 -1 0 2 0 0 0

A_| 0O 0 2 0 0 0 -1-1
T o 0 2 0 -1 -1 0 0
0O 0 -1 -1 0 2 0 0

0O 0 0 -1 -1 0 2 0

-1 0 0 0 2 0 0 -1

Burada A, matrisinin satirlar1 yay numaralarina siitunlari ise caprazlamalara
karsilik gelir.

Lemma 7.4.1. A, bir kare matristir.
ispat

Diyagramda bir yon sectigimizde her yay bir caprazlamada sona erdiginden
dolay1 yay sayisi caprazlama sayisina egittir, buradan da yaylar ile capraz-
lamalar arasinda bir bijeksiyon olusturulabilir. Biz daha 6nceki énermeleri-
mizden verilen herhangi bir denkligin digerlerinin igaretli toplam1 oldugunu
biliyoruz. (yani bleri istedigimiz gibi se¢gmekte 6zgiiriiz.) Ve bagka bir teorem-
den de verilen herhangi bir z; in sifir olbilecegini biliyoruz. Boylece A, nin
7. satir ve j. slitununu yok ederek A matrisini elde ederiz ve

Ax = nb yi ¢ozeriz ki burada hangi satir ve siitunun yok edildigi 6nemli de-
gildir, ayrica b, nin da 7. elemanini yok ederek b yi elde ederiz. xy yerine 0
koyalim ve A, da 0. satir ve siitunu yok edelim.

Durum1

det(A) =0

Varsayalim ki; n = 0 olsun, o zaman () da asikar olmayan bir ¢6ziim oldu-
gundan

r; =pi/q € Q1 <i<migin deriz.

q=qi-...qn oldugu yerde

Yo =0, 11 = T1q, Y2 = Taq, - .., Ym = Tmq alarak (yo,y1,...,Ym) renklendir-
mesini yapalim.

Boylece 0 bir renklendirme sayusudir ve buradan herhangi bir n # 1 degeri
bir renklendirme sayisidir.

Durum?2
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det(A) #0
Cramer kurali () da bize bir tek ¢oziim verir:
1 <k <micgin

(055 n61 o A,
Ami .- NMbym .. Gum
€T =
g det A

n = |detA| olarak alirsak bir ¢oziim elde ederiz:
Ty — 0

a1 ... nby ... ay

Xk =

Ami  --- Nbym .. Gm

1<k<m

Ay — nb detA>0
YT n(=b) detA<0

(b1,...,bm) = (1,0,...,0) olarak alalim. Boylece

Xo=0, zp = (1)1 1 <k <m igin, ve

detA = ajiry + a2 + ... + appxy, ve dikkat etmeliyiz ki; det(A) # 0
oldugundan z; # 0 ve sabit olmayan bir ¢6ziim elde ederiz ki bu modn de
sabit degildir yani n tarafindan béliinemeyen x; lerden olusur.

Tanim 7.4.1. Bir L zincirinin determinant1 det(L) = |det(A)| dir.

Teorem 7.4.1. Herhangi bir n # 1 sayis1 bir L zinciri i¢in bir renklendirme
sayisidir ancak ve ancak n ve detL bir ortak carpana sahiptir.

Ve sonug olarak sunlari da sdyleyebiliriz

. Eger detLL =1 ise L nin renklendirme sayis1 yoktur.

. Eger diyagram baglantili degil ise det(L) = 0.

7.5 Aynalar VE Diigiim Kodlamasi

L bir zincir ve M C R3 bir afin diizlemi olsun. L nin ayna gorintisi, m(L),
M deki yansimasindan elde edilir.
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Ayna islemi izotopi simiflar iizerinde etkilidir ve aynanin secimine bagh
degildir.

mL nin diyagrami L nin diyagramindaki tiim caprazlamalar degistirilerek
bulunur.

Tanim 7.5.1. Eger bir zincir aynadaki yansimasina denk ise achiral dir
denir. Aksi halde ise chiral olarak adlandirilir.
Diigiim tablosundaki achiraller 44, 63, 83, 89, 812, 817, 815 dir. 3; ise chiraldir.

Tanim 7.5.2. K yonlii bir diigiim olsun ve 7(K) da K nin belirlenmis yoniinii
gostersin. Eger K ve r(K) izotopik ise K tersinirdir.
Tabloda tersinir olmayan tek diigiim 8,7 dir.

7.5.1 Diigiim Kodlamasi

Bir golgenin bir zincire ait ¢aprazlama bilgileri ele alinmadan ¢izilen diyag-
rami oldugunu hatirliyoruz Tek bilegenli bir golge, yonsiiz degisen(alternating)
bir tek diigiim belirtir.

ispat

Golge etrafinda ¢aprazlama bilgilerine uyarak agagi, yukari, asagi, . . . seklinde
yuriiyelim. Bunu igse yaradigini gorebilmek i¢inbir satrang tahtasi segelim ve
ylriimeye baglarken siyah kismini solumuza alalim siyah-beyaz seklinde yii-
riimeye devam ettikce yukari, agag yiiriidiigiimiizii gorecegiz. = Tablonun
sadece son {ig elemani degismeyendir (not alrternating). Bunlar; 819, 899, 821
dir. Bir golge verilsin ve bunun etrafinda ardisik olarak ¢aprazlama numara-
larimi yiiriiyelim. Simdi g0yle bir fonksiyon elde ederiz;

f degismeli ise; [ teksayilar — ciftsayilar

burada tek sayilar alt kesisimlere, ¢ift sayilar ise iist kesisimlere karsilik gelir.
f(1), f(2), f(3),... dizisi bize gblgeyi verir.

Ornegin; 3; diigiimii 4, 6, 2 dizisi tarafindan belirlenir.

Aymni dizinin farkli golgeleri farkh diziler verir.
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7.6 Alexander Polinomu

Z deki modn renklendirmesini daha 6nce gordiik. Simdi bunu Z yerine Z[t,t_4]
halkasimi alarak (t tek degigken, negatif iiz alabiliyoruz ) genelleyelim ve po-
linomlar yardimiyla yonlendirilen zincirler bir polinom modunda renklendir-
ilebilsin.

Bu durumda caprazlama bagintisi

c—te =b—tbveya ¢ = ta + (1 — t)b olur. Dikkat edelim ki ¢ = —1 ko-
varsak eski ¢aprazlama bagimtimizi elde ederiz. Ay (t) determinantina gore
Z[t,t_1] de bir renklendirme elde ederiz ve A (t) polinomu L nin Alezander
Polinomudur. Bir K diiglimiiniin Alexander polinomunu A (t) ¢izerken

. Diigiimiimiize istedigimiz gekilde bir yén veririz.

. yaylar1 ve ¢aprazlamalari ayr1 ayri numaralandiririz.

n =caprazlama sayis1 olmak iizere agagidaki kogullar igiginda (n x n) lik bir
matris tanimlarz:

Eger diyagramimizin x c¢aprazlamasi pozitif yonli ve yay isimleride i, j, k
olmak iizere x satirimin ¢ siitununa 1 — ¢ yi girelim ve bu satirin j siitununa
—1 1 ve bu satirin k siitununa ¢ yi girelim

Eger diyagramimizin x ¢aprazlamasi negatif yonlii ise x satirinin ¢ siitununa
1 —t yi girelim j siitununa ¢ degerini ve k siitununa da ¢t degerini girelim geri
kalan bilegenler yerinede 0 degerlerini girelim.

Bu satir ya da siitunlardan herhangi birini yok ederek (n — 1) x (n — 1)
lik bir matris elde ederiz. Iste bu matrisin determinanti bize K diigiimiiniin
Akexander Polinomunu verir.

Asgagidaki 6rnegimizi inceleyelim:
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Ta T2=1
L1
Iy
/ 3 \
e e
_01 1t_t —01 1it L=t 0
= | -0 t -1 = 1-2t+2(t*)|Ax(=1)| =5
t -1 1=t 0 b1 1—¢
1—t 0 —1 t

Alexander polinomu ile ilgili agagidaki 6zellikleri verebiliriz:
1. |AL(—1)| = det(L)
2. ATL(tL_1> = AL(t) = AmL(t_l)
3. Eger n sayis1 |AL(—1)| 1 boliyorsa diigiim n renklendirilebilirdir.

Eger L ayrilabilir ise Ar(t) =0

7.7 Diigiim Toplamlar:

K, ve K, gibi iki diigiimiin baglantili toplami her iki diigiimden birer kiiciik
daire dilimi ¢ikariluip meydana gelen dort bitim noktasi birbirini kesmeyen
iki yeni egri parcasi ile birlestirilerek elde edilir, sonu¢ olarak

K = K fK, seklinde bir ¢ift diigiimdiir.

Tanim 7.7.1. Eger agikar olmayan L ve M diigiimleri icin K , LEM izomorf
degil ise K ya asal dugim denir. Diigiim tablosu yalnizca asal diigiimleri
gosterir.

Tanim 7.7.2. Bir D diigiimiiniin diyagraminda iist gecislere képri bunlarin
sayisinada kopri sayisini verir.
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Tanim 7.7.3. Bir K diigiimiiniin koéprii sayis1 b(K) Kya ait diyagramlarda
elde edilen koprii sayilarinin minimumuna esittir.
Eger K bir unknot ise b(K) = 1 olur.

85, 810, 815 haric olmak iizere diigliim tablosundaki tiim diigiimler 2-kopriili
diigiimlerdir. Bu harig olan diigiimler 3-kopriilii diigiimlerdir. Ancak 3-kopriilii
diigiimler tam olarak simiflandirilamamigtir.

7.8 DNA’ya Kisa Bakisg

Son yillarda molekiiler biyolojide pek¢ok gelismeler meydana gelmigtir. Bu
gelismelerin bir kismida matematigin molekiiler biyolojiye uygulanmasi ile
gerceklesmistir. Ozellikle diigiim teorisi DNA rekombinasyonu icin oldukca
giizel bir yol verir. DNA ile matematign iligkisi 1950 lerde dublex DNA nin
sarmal Crick-Watson yapisin kesfi ile baglamigtir. Bir matematik modeli olan
Ozel-Bolgeli Rekombinasyon Tangel Modeli ilk olarak De Witt Sumners ta-
rafindan tanitilmigtir.

Bu kisimda ise asil amacimiz diigiim teorisinin DNA rekombinasyonuna
uygulanmasinin detaylarini vermek olacaktir. DNA nin hiicre gekirdegi igeri-
sinde bulunan ¢ok uzun ve ince molekiiller oldugunu biliyoruz. Bu molekiiller
canlimin hayati 6zelliklerini tasiyan ve biyolojik bilginin nesilden nesile ak-
tarilmasini saglayan DNA molekiilii bulunur. Insan DNA s1 3.2 milyar yapi
tagindan olugan bir bilgi hazinesi, bir kitaptir. Bu kitaptaki harfleri yan yana
dizecek olursak, biner sayfalik 10.000 kitaptaki bilgiye denk gelir.
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Bir insanin trilyonlara yakin hiicrelerinin hepsinin ¢ekirdiginde bulunan
DNA cok siki bir gekilde kendi etrafinda dolanmistir ve bu sgekliyle bir yu-
mag andirir . DNA molekiilii yumak halinden ¢ikarilip bir iplige déniigtiiriil-
diigiinde, bu DNA nin uzunlugu binbegyiiz cm ye yakindir. Bu 1.5 metrelik
serit 10_g metre gekirdek iginde bulunur. Bu da DNA nin neden cekirdek
icinde karmagik ve diigiimlenmis bir gekilde bulunugunu bize agiklamakta-
dur.

DNA’y1 goziimiizde canlandirirsak ¢ok uzun iki gseridin milyonlarca kez
birbirine gecmis, diigiimlenmis ve ardarda pekcok kez sarmalanmig bir halde
oldugunu diisiinebiliriz. Ancak replikasyon ve translasyon iglemlerinin uy-
gulanmasi eger DNA diigiimlenmis ve karmagik olmasindansa, diizenli bir
sekilde siralanmig ise daha kolaydir. Enzimler ise diigiimleri ince seritler gek-
linde boler ve bunlar1 daha diizgiin bir hale gelecek sekilde geritleri tekrar
baglar.

Topolojik ilkeleri kullanarak DNA nin diigiim ¢6zme iglemini daha iyi an-
layabiliriz. Ciinkii DNA replikasyon ve translasyon islemlerini gerceklestireb-
ilmek icin hizlica kendi diigimlii yapisini ¢ozmelidir. Ve bu aslinda topolojik
bir problemdir. Diigiim teorisi arastirmacilara DNA paketlemesi ile ilgili ola-
rak nitel bir tahminden cok nicel bir deger verir ve diigiim teorisi sayesinde
bilimadamlart DNA nin bu diigiim ¢oziilme iglemleri sirasinda hangi enzim-
lerin kullanildigin1 anlamasini saglar. Iste bu noktada DNA nin ifadesinde
oldukca 6nemli olan tangle kavrami devreye girecektir.

7.9 Tangle

B bir 3 kiire, t ise B i¢ine gémiilmiis yonsiiz yay cifti olsun. Bu yay ciftle-
rinin dort bitim noktas: ise kiirenin ekvator noktalarindadir (KB, KD, GB,
GD).Bir tangle, (B,t) ciftidir. Bir tangle diyagram: ise tangle in ekvator
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diizlemine yansitilmasi ile elde edilir. Diyagram iizerindeki bitim noktalarini
KB, KD, GB, GD olarak igaretleyecegiz. Rasyonel tangle ise bitim noktalar-
min kaydirilmasi ile agikar tangle a doniistiiriilebilen tangle lardir. Rasyonel
tangle lar DNA larin yapisi ile benzerlik gosterir ve bu sebeple bizim asil
odak noktamiz olacaktir. VE bu yolla doniistiiriillemeyen tangle lar da vardir
bunlarda asal tangle ve yerel digimlenmis tangle yapilaridir.

b c d
Sekil 7.5: Tangle Ornekleri a.Rasyonel b.Asikar c.Asal d.Yerel Diigiimlenmis

Her rasyonel tangle (a1, as, ..., a,),a; € Z,Vi vektorii tarafindan olugtu-
rulur. Ve biz bu vektor yardimiyla tangle diyagramin cizebiliriz: 11k olarak
KB, KD, GB, GD noktalar: igaretlenmis bir ¢cember ile baglayalim ve yay-
lar1 sekilde goriildiigii gibi ¢izelim. Eger n ¢ift ise alt kisimdan baglariz(GB
ve GD) ve a; sayis1 kadar yarim kaydirma yapariz (eger a; pozitif ise sag-el
kaydirmasi, a; negatif ise sol-el kaydirmasi yapariz.).Daha sonra diyagramin
KB-KD kisminda a — 2 kadar yarim kaydirma yapariz. Daha sonra tekrar alt
kisma doniip ayni islemleri yapmaya devam ederiz. Eger n tek say1 ise sag
taraftan baslar ve iglemi daha 6nceki gibi uygulamaya devam ederiz. Ornegin
(2,1,2) rasyonel tangle diyagramini agagidaki gibi ¢izeriz.

sag kisimda sag kisimda iist kisimda sag kisimda
pozitif bir pozitif bir pozitif bir pozitif iki
y au donme y an dénme y an dénme yan donme | donme
21,2

Her tamsayil vektor g rasyonel sayisina esit olan siirekli bir kesir seklinde
ifade edilebilir. Eger T tangle 1 (a1, as,...,a,) vektorleri tarafindan ifade
ediliyorsa siirekli kesir

1 g

a/'n,—i'_ 1 -
1+ ———7 «
e

seklinde bulunur. g rasyonel sayis1 T tangle inin kesri olarak adlandirilir.
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Teorem 7.9.1. Tki tangle izotopiktir ancak ve ancak ayni kesirlere sahiplerse.

Eger iki tangledan biri eger bitim noktalar1 hareket edilmeksizin herhangi
bir gerit koparilmadan ya da bir serit digerinin iizerinden ge¢cmeden digerine
doniigtiiriilebiliyorsa bunlar denk olur. Ve bu teorem sayesinde aslinda tangle
kesrinin tanglein 6zelliklerini belirlemede ne kadar 6énemli oldugunu anlaya-
biliyoruz.

Yukarida bir vektorden tangle kesrinin nasil elde edildigini gormiistiik
benzer gekilde tangle kesri sayesinde vektorii de elde edebiliriz:

I} 1

1
(0% Qpp— D —
n—1 + an72+~~-+é

Tabiki bu yolla farkh vektorlerde elde edebiliriz. Ornegin; (3, —2,2) ve
(2,2,1) vektorlerinin her ikisi de { kesrini verir. Fakat burada iki vekdrde aym
tangle’r belirtir. Ayrica tiim rasyonel tangle Conway sembolii olarak adlan-
dirllan bir tek kanonik vektor tarafindan ifade edilebilir. Bir (aq,as, ..., a,)
vektorii kanonik formda ise her 1 < i < n — 1 i¢in |ai| > 1,a; # 0 ve tiim
sifirdan farkh ifadeler ayni isarete sahiptir. Yukaridaki dérnegimizin Conway
sembolii (2,2,1) dir.

Teorem 7.9.2. g ceQU % =00 (e € NUO,S € Z ve obeb(a, ) = 1) kesri
ile rasyonel tangle’lar kiimesi arasinda 1 — 1 esleme vardir.Tangle kesirleri ve
vektor notasyonlarina ek olarak tangle’lar matris olarak da ifade edilebilirler.
Bu tangle’lar 2 x 2lik matrisler cinsinden ifade edilir, soyleki:

uw v 1 ay 1 0 1 0
vou | |0 1 ag—1 1| 7 ag 1

b =2 -1+ ﬁ = (5,1,2,1) nin matris olarak ifadesi agagidaki
1+1
sekildedir i

IR RERE
7.10 Tangle Islemleri

Tanim 7.10.1. A ve B tangle’lar verilsin bu iki tangle’in toplami A + B
bir tangle’in KD ve GD bitim noktalarinin diger tangle’in KB ve GB bitim
noktalarina sirasiyla eklenmesi ile elde edilir.
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Tanim 7.10.2. Bir T tangle’min pay kapanmasi olarak bilinen, N(7'), islemi
KB ve KD bitim noktalarinin birlestirilmesi ve GB ve GD bitim noktalarinin
birlestirilmesi ile elde edilir.

Tanim 7.10.3. Bir T tangle’imin payda kapanmasi olarak bilinen, D(T),
islemi KB ve GB bitim noktalar1 birlegtirilmesi ve KD ve GD bitim noktala-
rinin birlegtirilmesi sonucu elde edilir.

Tangle iglemleri birlikte de kullamilabilir. N((2,0) + (1)) = (3) islemi so-
nucu elde edilen diigiim trefoil yani 3; dir. Buradaki (2, 0) ise Hopf zinciridir.
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Yani bu N(A 4+ B) = K iglemi sonucunda elde edilen K bir diigiimdiir.
Ayrica iki rasyonel tangle’mn toplami her zaman bir rasyonel tangle verme-

yebilir. Iste tam bu noktada islemi nasil yiiriiyecegini diisiinebiliriz; fakat iki
rasyonel tangle’in toplaminin pay kapanmasi 4-plat isimli bir diigiim verir ve
bu DNA modellemesinde oldukca énemli bir konudur.

7.11 4-Plat

Bir 4-plat dort seridin ériillmesi ve bitim noktalarinin agagidaki sekilde goste-
rildigi gibi baglanmasi ile elde edilen diigiimdiir. 4-plat ler genelde 2-kopriilii
vasa rasyonel diiglimler olarak bilinir. Sekizden daha az caprazlamasi olan
tiim asal diigiimler ve yediden daha az caprazlamal iki bilegenli asal zincirler
4-plattir. 4-plat diigiimler tipki rasyonel tangle’lar gibi tamsayili vektorlerce
ifade edilebilir. 4-plat vektorii tek sayida bilegeni olan vektorlerdir goyle ki;
(€1,...,Copr1) her i icin ¢; > 1 dir ve ve buradaki her tamsay1 bilegeni ser-
itler bir yarim kaydirmay: temsil eder. Yani rasyonel tangle’lara oldugu gibi
vektorler 4-plat diyagrami cizmek icin de kullanmilabilir. Bunu yaparken su
yolu izleriz: dort seritle baglariz ardindan ortadaki lifde ¢; kadar yarim kay-
dirma yapariz ardindan en {istteki iki lifde ¢, kadar yarim kaydirma yapariz
daha sonra da yine ortadaki iki gerite ayni iglemi uygulariz ve bu igleme vek-
tordeki tiim tamsayili bilegenleri bitirinceye kadar devam ederiz. Son olarak
bitim noktalarimi sekilde gosterildigi gibi birlegtirelim.

4-plat’in bu geklinde ifade edilmesine Conway sembolii denir ve 4-plat’in
minimal diyagramina denk gelir.

Teorem 7.11.1. Iki 4-plat esittir ancak ve ancak ayni conway sembollerine
sahiplerdir ya da eger biri digerinin tam olarak tersi olan bir Conway sem-
boliine sahipse yani birinin Conway sembolii (ci, ..., cops1) iken digerinin
Conway sembolii {cog11,...,c1) seklinde olur.
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30—~ 30 300K~ 200

a b C d

Sekil 7.6: 4-plat ¢izimi

Conway sembolii 0 < # < « olmak {izere g rasyonel sayisinin hesaplan-

masinda kullanilir.
I6] 1
= 1
co+...

o c1 +

seklinde hesaplanir.4-plat g sayist b(a, B) olarak gosterilir.

Teorem 7.11.2. Iki 4-plat b(a, ) ve b(c, 3) denktir ancak ve ancak o = a
ve 3% = B(moda)

Ornegin; b(17,5),b(17,7) 4-plat’leri incelersek b(17,5) (3,2,2)e, b(17,7) de
(2,23)e karsilik gelir. Sonug olarak bu iki 4-plat’in denk olduklari goriiliir.
Zaten 17 = 17 ve 5! = 7(mod17) olmasindan da denk olduklar1 kolayca
goriilebilir.

Rasyonel sayilarin kullanimi bakimindan rasyonel tangle ve 4-plat ler ol-
dukca benzerdir. Eger verilen g rasyonel sayis1 0 < g < 1 aralhiginda ise g ras-
yonel tangel'min payda kapanigi b(«, 3) 4-plat’ini verir ve eger verilen g say1s1
g > 1 araliginda ise g rasyonel tangle’inin pay kapanisi ise b(3, —a) 4-plat’ini
verir. Herhangi bir x tamsayisi i¢in D((dy, ..., dog11,2)) = (d1, ..., dogs1) Ve
N((dy,...,dogs1,2,0)) = (—=di, ..., —dogy1) olur. Daha 6ncede bahsettigmiz
gibi iki rasyonel tangle’imn toplaminin pay kapanigi bir 4-plat idi. Bir son-
raki teoremimiz ise rasyonel tangle’larin pay kapanigi ile elde edilen rasyonel
diigiimlerin denkligi ile ilgili bilgi verecek.

Teorem 7.11.3. § ve% indirgenmis kesirleri ile verilen iki rasyonel tangle

alahm. Eger N(%) ve N (%) tangle’larin pay kapanmasi sonucu elde edilen
rasyonel diigiimler olmak iizere bu diigiimler birbirlerine karsilik geliyorsa
N(g) ve N(%) topolojik olarak denktir ancak ve ancak p = p' ve ¢! =

¢’ (modp) oluyorsa.
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7.12 Tangle Denklemlerinin Coziimii

Daha 6nceki boliimlerde de gordiigiimiiz gibi tangle denklemleri K diigiim ya
da zincir, A ve B tangle olmak {izere N(A+ B) = K geklindeki denklemlerdi.
Iste bu demklemlerin ¢oziimii enzim mekanizmalarii daha iyi anlamamiz icin
yardimeci olacaktir.

Lemma 7.12.1. Tki rasyonel tangle 4; = ﬁl ve Ay = 22 verilsin. N(A;+Ay)
islemi b(a, B) seklinde bir 4-plat tammlar ve o = |a152 + azf1] olur ve [
agagidaki gibi tanimlanir:

.a=0ise f=1;
La=1lise f=1;

.a > 1lise 8 §u sekilde elde edilir: 0 < 8 < a ve 0 = sign(aifs + az31) ve
as ve (3, nin 22 o B2 tangle’min 2. siitunun bilegenleri oldugu yerde § = o(ajaf, +

B155)(moda) seklinde bulunur.

Ay =2ve Ay = 2 olarak alahm. a = |1 x23+17 x 2| = 57 olur. Ornek8.1
de ﬁ = 23 = tangle’mnin matrlsml bulmugtuk ve agagidaki gibiydi:

w v | 11 10 11 I 0 |23 4
vou | |01 2 1 01 5 1| |17 3
buradan o ve (35 degerlerini bulabiliriz. § = (1x4+2x3)(mod57) = 10 olarak
hesaplanir. Sonug olarak islemin sonucu N(A; + Ay) = b(57, 10) bulunur.

Teorem 7.12.1. A = g = (a1, ..., as,) bir rasyonel tangle ve K = (cy, o, ...
bir 4-plat olsun. N(X + A) = K # (0) denkleminin rasyonel tangle ¢oziimii:
r herhangi bir tamsay1 olmak {izere X = (cq,...,Cors1,7, —Q1,..., —Q2;,) Y&
da X = (coks1,...,01,7,—a1, ..., —az,) olur.

Eger K = (0) ise X = (—ay, —ag, ..., —ag,) tek ¢oziimdiir.

A; ve Ay iki farkli rasyonel tangle ve K; ve K, de 4-plat olsun. N(X +

Ay) = Ky ve N(X + Ay) = Ky denklemlerinin en fazla iki farkli rasyonel
tangle ¢Oziimii vardir.

ispat
X =4 A= *61 Ay = ﬁQ , K1 =b(a, ) ve Ky =0b(c/, #') olsun. Lemmall.l
den a = |vf; + aul ve o = = |vf2 + agu| olarak bulunur. (u,v)-diizleminde

bu denklemler iki paralel ¢ifti belirtir. ¥ = = oldugundan bu dort nokta
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bu denklem sistemi i¢in en fazla iki farkh rasyonel tangle belirtir. A; = %,
A2 =3 K1 = b(5,3) ve KQ = b(29, ].7) olsun.

177

|v+3ul =5
|50 + 17u| = 29
Bu denklem sisteminin ¢oziimii:
v+3u=>5
S5v 4 17u = —29
buradan X = —% ¢Oziimiinii elde ederiz. Bir diger ¢oziim de:
v+3u=5
ov + 17u = —29

buradan da X = —% bulunur.

7.13 Ozel Bolgeli Rekombimasyon

Deoksiribonikleik asit(DNA) hiicre ¢ekirdegi i¢inde sikica paketlenmig uzun
ve ince molekiillerdir. Dubleks DNA iki geritten meydan gelir. Ve bu ikili serit
iki seker fosfat zinciri molekiiliin dig kismini olustururken, hidrojen bagh yassi
baz ciftleribunlar1 baglar. DNA yapisindaki dért baz A-adenin, G-guanin,
C-sitozin ve T-timin dir. Ve bunlar birbirine hidrojen baglarla baglanir. A
yalmzca T ile, C ise yalnizca G ile baglanir. Iste bu yapiya DNA’nin ikili
sarmal yapisi denir. Bir satirdaki harfleri okuyarak diger satira gelecek olan
harfleri tahmin edebiliriz. Iste okunan bu tek seride DNA’'nin genetik diz-
isi denir. DNA sarmal sekilde sag-el kuralina gore yarim kivrilma yapar. Bu
her yarim kivrilmaya supercoil denir. Daha O6ncede bahsettigmiz gibi DNA
birtakm hayati enzim aksiyonlar1 sayesinde topolojik olarak isletilir. Bu en-
zimatik aksiyonlardan biriside Spesifik-Bolgeli Rekombinasyondur.

Spesifik-Bolgeli Rekombinasyon bir DNA blogunun molekiil iizerinde bir po-
zisyondan digerine taginmasidir. Rekombinasyon ise yeniden diizenleme, gen
regiilasyonu, kontrol numarasinin kopyalanmasi ve genin tedavisi i¢in kulla-
nilir. Bu uygulama recombinase asl enzim tarafindan yapilir. DNA'nin ge-
netik dizisinin kiiciik bir parcasi recombinase tarafindan etkilenmis olursa
bu parcaya rekombinasyon bolgesi denir. Aymi moplekiil ya da farkli molekiil
iizerindeki bolge cifti bir enzim tarafindan baglanir. Bu reaksiyon agamasina
sinapsis denir. DNA molekiilleri ve enzim ise sinaptik komplekstir. Rekomb-
inasyondan onceki DNA molekiiliine substrat ve rekombinasyondan sonra ise
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product denir. Enzim DNA’ya baglandiginda DNA’nin iki tarafin1 da kirar
ve son kisimlarimi farkh gekilde birbiriyle rekombine eder. Rekombinasyon
bolgeleri DNA geridindeki bazlara gore yon alirlar.

Enzim DNA’ya baglanirken rekombinasyon olay1 birden fazla kez gergeklege-
bilir.

7.14 Tangle Modeli

1980 de DeWitt Sumners tarafindan tanitilan tangle modelin amaci rekom-
binasyon sirasinda olan olaylarin matematiksel olarak ifade edilmesidir. Bu
sayede, DNA iiriin ve substratinin topolojik ve geometrik olarak enzimin ne-
ler yaptigim ifade edebiliriz. Elektron mikrograflarinda DNA liflerinin birbiri
etrafinda dolandig1 goriilebilir. 4-plat ve rasyonel tangle’lar kivrilan gerit-
lerden meydana geldiginden bunlar DNA modellemesi icin olduk¢a uygun
adaylardir. Tangle’in tanimini hatirlarsak t’nin yonsiiz yay ¢ifti ve B nin 3-
kiire oldugu yerde B i¢ine gomiilmiis (B, t) ¢ifti idi. Bir tangle enzim-DNA
kompleksinin modellemesinde kullanilabilir sdyle ki; enzim 3-kiire ve iki re-
kombinasyon bdlgesi de iki gerit olacak gekilde. Rekombinasyon olaymin en
cok gozlenen iiriinii ise 4-plattir, bu oldukca akla yatkindir c¢iinkii 4-plat ile
enzim-DNA kompleksini modelleyebilir ve degisiklikleri tangle denklemleri ile
ifade edebiliriz. Ancak enzim mekanizmasini tangle model ile ifade etmeden
once bir kac varsayim yapmaliyiz. Ilk varsayimimiz enzim-DNA kompleks-
ini tangle’larin toplami olarak ifade edecegiz. E enzim, O, DNA nin enzime
baglanan kismi ve P de reaksiyon sirasinda degisen kisim olsun. O nedenle
enzim-DNA kompleksini £ = O+ P geklinde ifade edebiliriz. Tabii ki ayn1 za-
manda enzime bagl olmayan bir DNA’ya da ihtiyacimiz olacak. Iste DNA’nin
bu geklinin de tangle ile ifadesi de Oy olacak. Simdiise N(O;+O,+ P) = K|
tangle denklemini l-elde ederiz ve bu bize substrat molekiiliinii verir. Ikinci
varsayimimiz ise rekombinasyon P bolge tangle’inin rekombinasyon tarafin-
dan dondiiriildiikten sonra ki halini ise R recombinant tangle’ ile ifade ede-
lim. Bu varsayim ile bir rekombinasyon ile P bolge tangle’t R recombinant
tangle’ina doniigiir. Agsagida ise rekombinasyon doniisiinden sonraki modeli
ifade edelim:

N(Of + Oy + P) = K (substrat)
N(Of;+ Oy + R) = K; (product)

Ayrica sunu da unutmamaliyiz ki; rekombinasyon mekanizmasi sabittir, subst-
rat geometrisi ve topolojisinden bagimsizdir. Bu demektir ki; egre tiim subst-
rat molekiilleri aym diigiim tipinde ise O¢, Oy, P ve R tangle’lan bir olaydan

98



digerine degigsmez. Eger substrat molekiilleri farkli tipte diigiimler ise yal-
mzca Oy tangle’r degisir. Yalmz bu durumda goz oniinde bulundurmamiz
gereken tek istisna bolge yonlendirmesidir. Son varsayimimiz tangle denklem
sistemini tarafindan verilen processive rekombinasyon modeli: O = Of + O,
ve O,P ve R bilinmiyorsa

N(O + P) = K (substrat)

N(O + R) = K, (birinci déniig sonucu ortaya ¢ikan
tiriin)

N(O +nR) = K, (n. doniis sonucu ortaya ¢ikan
tiriin)
ortaya cikar.

7.15 Ornek

2002 yilinda Mariel Vazquez ve De Witt Sumners Gin spesifik-bolgeli re-
kombiinasyonu analiz edebilmek i¢in tangle modeli kullandilar. Bu bolgmde
onlarin buluglarindan bahsedecegiz. Bu tangle modelin spesifik-bolgeli re-
kombinasyon i¢in kullamildigi yalnizca bir 6rnektir. Gin,Mu adli bir bakteri-
yofaj tarafindan kodlanan bir spesifik-bolgeli rekombinasyon islemidir. Bak-
teriyofaj, bakterileri etkileyen viriislerdir. Faj genomu gix L. ve gix R olarak
adlandirilan iki rekombinasyon bolgesine sahiptir. Biri DNA’ya baglanir ve
Gin her iki tarafi da kirar, bitim noktalarin1 yonlendirir ve bunlar1 birlegti-
rir. Gin, cift baglanma sirasinda birden daha fazla rekombinasyon meydana
getiren processive rekombinassyon ile etki gerceklegtirir. Gin rekombinasyo-
nun diiglimsiiz substrat molekiilii iizerindeki tangle analizinin sonuclar: ters
olarak gix bolgelerinde agagidaki gibi tekrar edilir:

Ky = (1) (diigiimsiiz)

K; = (1) (diiglimsiiz)
K3 =(2,1,1) = 4, (8-figiir diigiimii)

K, =(2,2,1) (5-twist diigiimii)

2004 yilinda De Witt Sumners ve Mariel Vazquez yukaridaki dért denklemin
¢Oziimiinii veren bir sonu¢ kesfetti ve tam olarak besinci denklemi tahmin
ettiler.

Teorem 7.15.1. Asagidaki denklem sisteminin O,P,R tangel’lar1 i¢in ¢6ziimii
olan (O, R)

1. N(O + P) = (1) =diigiimsiiz

99



2. N(O+ R) = (1) = diiglimsiiz

3. N(O+ R+ R) = (3) =trefoil diigiimii
va ((=2,0),1) ya da ((4,1),(-1))dir. Ayrica eger

4. N(O+ R+ R+ R) = (2,1,1) =8-figiir diigiimii

ise (O, R) = ((—2,0), (1)) seklinde bir tek ¢oziim vardir.
Biz burada O ve R nin rasyonelligini kontrol etmedik bunun yerine tangle
denkleminin nasil ¢oziildiigiinii inceledik.Daha 6nce verilen bir lemmada A; =

BLve Ay = 5—2 gibi iki rasyonel tangle verildiginde o = |35 + a2f31| alin-

«

diginda N(A; + As) seklinde ve b(a, 5) 4-plat’in esit oldugunu bulmustuk.
Yukarida verilen (2) ve (3) denklemlerinden agagidaki sistemi elde edebiliriz:

lu+rv|=1
lyu + 2rv| = 3

u,r,v bilinmeyen degerlerdir. (%, ) sirah ikilisi i¢in on farkh ¢6ziim elde edeb-
iliriz. Boylece (O, R) tangle ¢ifti i¢in on farkli ¢6ziim elde ederiz. Bu ¢oziimler
((_2? 0)7 (1)7 ((1)7 (_2))7 ((5)7 (_4))7 ((_27 _2)7 (2))7 ((47 1)’ (_1)) ve bunlarin
ayna yansimalaridir. Bir sonraki teorem yardimiyla bu sonuclarin bir kismini
eleyebiliriz.

Teorem 7.15.2. Bir sonraki teoremde verilen (1),(2),(3) denklemlerinde
verilen tangle’lar ters olarak tekrar edilen bolgeli Gin rekombinasyonundan
gelirler. Ve bunlar agagida verdigimiz o6zellikleri saglar:

O =~ (0,0), R~ (1), P ~ (0).

O = (0,0) oldugundan ve integral tangle (0),(1) ile egligi oldugundan O integ-
ral tangle1 i¢in elde edilen sonuglar1 yok sayabiliriz. Ek olarak, eger R ~ (1)
ise integral tangle’lar (0) esligine sahip olmasindan dolay1 R = (2) ¢oziim-
tinden de kurtulabiliriz. Aym zamanda (3) denkleminin diigiim iiriinii chiral
oldugundan ayna yansimalarini da yok sayabiliriz. Boylece yalnizca iki ¢ozii-
miimiiz kalir ve bunlardan da yalnz birisi (4) denklemini saglar.

Bu tangle analizinin 118inda, Sumners ve Vazquez Gin gix bdlgeleri ile bir
substrata etki ettiginde herbir rekombinasyona karsilik gelen déniiste enzim
mekanizmasi substrata bir pozitif caprazlama ekler.

Teorem 7.15.3. Asagidaki denklem sisteminin O,P,R tangel’lar1 i¢in ¢6ziimii
olan (O, R)

1. N(O + P) = (1) =diigiimsiiz
2. N(O + R) = (3) =trefoil diigiimii
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3. N(O+ R+ R) = (1,2,2(=(-5)twist diigiimii
va ((—2,0),(2)) yada ((2,1,1,2),(—2)) olur Bunna ek olarak eger
4. NO+ R+ R+ R) = (1,4,2) =(-7)twist diigiimi
ise (O, R) = ((—2,0),(2)) olur ve
5. her n >4 ici N(O 4+ nR) =-(2n-+1)twist diigiimii olur.
Bu ornekte tangle model Gin mekanizmasinin yapisinin matematiksel ola-
rak gosterimi i¢in kullanildi. Ve sonug olarak bu bize gosterir ki; ters ola-

rak tekrarlanan rekombinasyon bolgeleri tangle’a (1) ekler bagka bir deyigle
R = (+1) olur. Direk olarak tekrarlanan bolgelerde ise R = (+2) olur.
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