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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

KOTANJANT DEMET iZDUSUMU iLE TANIMLI YARI TENSOR DEMETTE
YATAY LIFTLER

Merve Gamze MAVIYILDIZ
Danmisman: Doc¢. Dr. Furkan YILDIRIM

Amac: Bu yiiksek lisans tezinde, M manifoldu iizerinde tanimli T*M kotanjant demetin
izdiisiimii kullanilarak, (p,q) tipli tM yari-tensér demet tanimlanmistir. Bu ¢alismanin amaci
(p,q) tipli tM yari-tensor demetinin 6zel smifindaki vektor alanlarinin yatay liftlerini
incelemektir. Ayrica yine bu tezde amaglanan; T*M kotanjant demet izdiigiimii kullanilarak,
(p,q) tipli tM yari-tensor demette bir kesit {izerinde (1,0) tipli tensor alanlarinin bazi liftlerinin
ve bu liftler arasindaki geometrik iligkilerin incelenmesidir.

Yontem: Tez ile ilgili olarak, kuramsal temel, genel metotlar ve arastirma teknikleri olarak
asagidakiler kullanilacaktir:

1. Kotanjant ve yari-tensor demet geometrisi (Kuramsal temel-Kotanjant ve yari-tensor
demetler ve bu demetlerdeki liftler ile cesitli operatorler)

2. Klasik tensor analizi (indislerin yani lokal koordinatlarin kullanimai)

3. Kovaryant diferensiyelleme formalizmi (global inceleme teknigi).

Bulgular: Bu tezde, T*M kotanjant demet izdiisiimiiyle tanimlanan, (p,q) tipli tM yari-tensor
demete; (1,0) tipli tensor alanlarinin yatay liftleri verilmistir. Ayrica, (p,q) tipli tM yari-tensor
demetinin bu 6zel sinifindaki bir kesit tizerinde (1,0) tipli tensor alanlarinin bazi liftleri ve bu
liftler arasindaki iligkiler incelenmistir.

Sonug¢: Diferensiyel geometride yari-tensér demet teorisi onemli bir yere sahip olup bu
demetlerle ¢ok sayida caligmalar yapilmaktadir. Dolayisiyla elde edilecek yeni lift problemleri
ile gelecekte cok sayida calismalar yapilacaktir.

Anahtar Kelimeler: Vektor alanlar, tam lift, yatay lift, kesit, temel 1-form, yari-tensér demet,
kotanjant demet.

Subat 2021, 64 sayfa
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ABSTRACT

MASTER THESIS

HORIZONTAL LIFTS IN A SEMI-TENSOR BUNDLE DEFINED BY PROJECTION
OF THE COTANGENT BUNDLE

Merve Gamze MAVIYILDIZ
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Furkan YILDIRIM

Purpose: In this thesis, using projection of the cotangent bundle T*M over a manifold M, we
define a semi-tensor bundle tM of type (p,q). The aim of the study is to investigate horizontal
lifts of vector fields in special class of semi-tensor bundle tM of type (p,q). Furthermore, we
investigate some lifts of tensor fields of type (1,0) on a cross-section in the semi-tensor
(pullback) bundle tM of tensor bundle TM of type (p,q) by using projection (submersion) of the
cotangent bundle T*M and we find some geometric relations for them.

Method: In relation to the master thesis, the following will be used as theoretical basis, general
methods and research techniques:

1. Cotangent and semi-tensor bundle geometry (Theoretical basis-Cotangent and semi-tensor
bundles and lifts in these bundles and various operators)

2. Classical tensor analysis (the use of indices, ie. local coordinates)

3. Covariant differentiation formalism (global review technique).

Findings: In this thesis; horizontal lifts of tensor fields of type (1,0) to semi-tensor (pullback)
bundle tM of tensor bundle TM of type (p,q) by using projection (submersion) of the cotangent
bundle T*M and their properties are studied. some lifts of tensor fields of type (1,0) on a cross-
section in the semi-tensor (pullback) bundle tM of tensor bundle TM of type (p,q) by using
projection (submersion) of the cotangent bundle T*M were also presented.

Results: Semi-tensor bundle theory in differential geometry has an important place, and many
studies have been carried out with these bundles. Therefore, with the new lift problems to be
obtained, many studies will be made in the future.

Keywords: Vector field, complete lift, horizontal lift, cross-section, basic 1-form, semi-tensor
bundle, cotangent bundle.

February 2021, 64 pages
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GIRIS

Diferansiyel geometri, egri ve ylizeylerin Matematiksel Analiz metotlarinin
(Diferensiyel, Integral) kullanilarak incelenmesiyle ortaya c¢ikan geometrinin popiiler bir alt

dalidir.

XVIIL. yiizyilda Descartes ve Fermat tarafindan kesfedilen koordinat metodu bu tiir
incelemelerde 6nemli bir rol oynamaktadir. XVIIIL. yilizyillda Leibniz ve Euler’in egri ve
yilizeyler ilizerindeki teorik c¢aligmalar1 ile diferansiyel geometride Onemli sonuglar elde

edilmistir.

XIX. yiizyil Diferensiyel Geometrinin gelismesinde en 6nemli dénemdir. Gauss’un
1827 de yapmis oldugu “Yiizey Egrileri Hakkinda Genel Incelemeler” adli ¢alismasinda,

yiizeylerin dahili geometri problemlerini gelistirmistir.

Bu c¢alismalar1 takiben 1851 yilinda Riemannian tarafindan, Mekanik ve Relativite
teorisinde 6nemli uygulama alanlar1 olan “Riemannian Geometrisi” tanimlanmistir. Bununla
birlikte, 1872 yilinda Shopus Lie diferansiyel geometriye “Grup Teorisi” bakis acisim
kazandirmig ve bu bakis agisi ile yine diferansiyel geometrinin gelismesinde énemli bir role

sahip olan “Lie Grubu” teorisi ortaya ¢ikmustir.

Diferansiyel geometrik objelerin tanjant demete genisleme (lift) problemleri
diferansiyel geometrinin giincel ve verimli konularindan birisidir. Bu baglamda Lift

(genisleme) kavrami genisleme anlaminda ilk olarak Sasaki (1962) calismasinda kullanilmistir.

Riemannian manifoldunda tanjant demetlerin Diferansiyel Geometrisi ilk kez 1958’de
Sasaki tarafindan incelenmistir. Tanjant demetteki geometrilerin gelismesine Dombrowski
1962°de onemli katkida bulunmustur. Yano ve Ledger (1965), tanjant demeti simetrik
uzaylarda tanimlayip bununla ilgili ¢aligmalar yapmiglardir. Daha sonra Kandatu, 1966 yilinda

lineer olmayan konnesiyona sahip bir manifoldda tanjant demeti tanimlamistir.

Tanjant demette liftler ile 1ilgili yapilan ilk ¢alisma tensoér alanlarinin ve
konneksiyonlarin dikey ve tam liftleri olup Kobayashi ve Yano (1966) tarafindan yapilmstir.
Ama lift kavrami genisleme anlaminda daha 6nce Sasaki’nin 1958 yilindaki ¢aligmalarinda

“devam” ad1 altinda calisilmustir.



1967 yilinda Yano ve Ishihara “tanjant demette konneksiyonlarin ve tensor alanlarinin
yatay liftleri” ile ilgili ¢alismalarda bulunmuslardir. Ayrica “Tanjant demette tensor alanlarinin

ve konneksiyonlarin liftleri” ile ilgili ¢aligmalar 1970 yilinda Morimoto tarafindan yapilmustir.

Yano ve Petterson, 1967 yilindaki calismalarinda lift konusunu kotanjant demette
incelemistir. Yano ve Ishihara, 1973 yilindaki ¢alismalarinda ise hem tanjant demet hemde
kotanjant demete dikey, tam, yatay ve diagonal liftlerle ilgili elde edilmis 6nemli sonuglara yer

vermistir.

Bu calismalari referans alan (Yano ve Ishara, 1968) calismasinda ise her iki demette
yatay (horizontal), dikey (vertical) ve tam (complete) liftlerle ilgili dikkate deger teorik sonuglar

elde edilmistir.

Benzer lift problemleri yari-tensor demette de arastirilmistir. Bu kapsamda ilk olarak
(Duc. 1979) tarafindan yari-tanjant demet tanimlanmig ve bu demette yatay ve dikey lift
problemleri (Vishnevskii 1983, 2002) c¢alismalarinda incelenmistir. Bununla birlikte,
Vishnevskii, Shirokov ve Shurygin 1985 c¢alismasinda, yari-tanjant demete izdiigiimlii lineer

konneksiyonlar ve bu konneksiyon ile tanimlanan egrilik ve burulma tensorleri aragtirilmastr.

Son zamanlarda yari-demet teorisi konusunda bir¢cok ¢alisma (Yildirim 2010, 2015,
2017, Yildirim ve Salimov 2014) yapilmistir. Bu kapsamda yer alan (Yildirim, 2013,2018)
calismalarinda, yari-kotanjant demet tanimlanmis ve bu demette vektor ve afinor alanlarinin

tam ve yatay liftleri arastirilmistir.

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum bu ¢alismada ise, M manifoldu tizerinde tanimli
T*M kotanjant demetin izdiislimii ile tanimlanan (p,q) tipli yari-tensor demet tanimlanmis ve
yine bu demette vektor alanlarinin bazi yatay lift problemleri incelenmistir. Ayrica yine bu
tezde T*M kotanjant demet izdiisiimii kullanilarak elde edilen (p,q) tipli tM yari-tensér demette
bir kesit lizerinde (1,0) tipli tensor alanlarinin bazi liftleri ve bu liftler arasindaki geometrik

iligkiler arastirilmistir.



KURAMSAL TEMELLER

Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanmm 2.1.1: M bir Hausdorff uzay olmak iizere Vxe M i¢in R" deki agik bir
kiimeye homeomorf olacak sekilde x noktasinin agik bir U komsulugu var ise M Hausdorff

uzayina topolojik manifold denir.

Bu tanimda ifade edilen homeomorfizma
p:U—>op(U)cR"

olarak ifade edilir ise (U , (p) ikilisine M ’de n boyutlu koordinat sistemi veya harita ad1 verilir

(Sahin,2012). U’yaise ¢ haritasinin koordinat komsulugu veya koordinat bolgesi denir. x € U
i¢in

(o(x) = (xl,xz,...,x") eR"
yazilir. Burada x',...,x" reel sayilarina ¢ haritasinda x noktasmin koordinatlar1 denir.

Tanim 2.1.2: M Hausdorff uzay ve k ise 0<k sartin1 saglayan bir tam say1 olmak

uzere

1. Lokal haritalarin U, bdlgesi M ’i orter, yani M , n-boyutlu topolojik manifold olur.

2.Keyfi @, € 4 i¢in U,NU, =D ise

(oﬁ oq)a_l :¢a(Ua mUﬂ>_)(oﬂ(Ua mUﬂ)

doniisiimii C* smifindandir.( Bu sart bazen (U N ) ve (U 5@ ﬂ) haritalarinin C* uzlasmasi

sart1 olarak da adlandirilir.)

sartlarini saglayan {(Ua,goa):aeA,Ua M } lokal haritalar ailesine M iizerinde C*
siifindan n-boyutlu atlas denir.

Tanim 2.1.2°nin 2. sartinda ifade edilen ¢, o@.' doniisiimiine ise koordinatlarin
doniisiimii (u’ﬂ = uy (u(j ),z', j=1,., n) denir. Burada u, (Uﬁ,goﬁ) haritasindaki x e
U,NU, noktasmn koordinatlari, u/ ise (U,,p,) haritasindaki x noktasinin

koordinatlaridir.



U,nU,=C ise bu durumda ¢, o @, doniisiimii tanimlanamaz. Oyleyse kabul
edelim ki ¢, op,', C* smifindan bir doniisimdiir. 2. sart, @, o¢,' doniigiimlerinin C*
sinifindan difeomorfizmler olmasina denktir. Bu durumda ¢, o @, koordinat ddniisiimiiniin

Jakobi matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasi anlamina

gelmektedir(Salimov,Magden 2008).

Tanim 2.1.3: M, sayilabilir baza sahip Hausdorff uzay olmak tizere M lizerinde n-
boyutlu C” atlaslarinin C” yapisi verilmis ise M uzayma C”sinifindan r-boyutlu

diferensiyellenebilir manifold veya diizgiin manifold adi verilir ve M, seklinde
gosterilir(Salimov,Magden 2008).
Tensor Alanlari

Tanim 2.2.1: V', n—boyutlu reel vektor uzayi, V* ise onun dual uzayi olsun.

;cj eV,j=1,.,n vektorve eV i=1,..,m kovektor degiskenlerinin

o= ¢(x1,...,xn,glg,...,;é)

reel degerli fonksiyonunu gz Oniine alalim. Eger bu fonksiyon her degiskene gore lineerlik

sartin1 sagliyor ise;

A, R, ;c,;/eV (veya V™)

¢(}1,...,4}+/12},...,2j=4¢(}1,...,},...,2j+/12¢(}1,...,},...,§)

bu fonksiyona multilineer fonksiyon adi verilir. Bu fonksiyona karsilik gelen

G VX . xVxV'x.xV"—>R
—

ntane mtane

operatoriine V' uzayinda m. mertebeden kontravaryant, »n. mertebeden kovaryant tensor denir
ve bu sekildeki tiim tensorlerin uzayr I (V) seklinde gosterilir. m>0,n>0 olmak tizere s =
m+n sayisina ise tensoriin valentligi, (m,n) semboliine ise tensdriin tipi denir. (m,0) tipli tensore
kontravaryant tensorler, (0,n) tipli tensorlere ise kovaryant tensorler adi verilir.

39(V) uzaymin biitiin simetrik tensorlerinin alt uzay1 S, (V) olmak iizere keyfi bir

ge S, (V) tensori i¢in



g(},})=0,v}eV 2.1)
sartinda X =0 oluyor ise g tensoriine regiiler tensor ad1 verilir.

g (;c, ;;) =0, koordinatlarla

g;x'y' =0
seklinde yazilir. Bu esitlik her y’ i¢in saglandigindan
gij.xi =0, j=1..,n

elde edilir. Bu denklem sisteminin x’ = 0 ¢dziimiine sahip olmasi i¢in

Det(gij ) #0
olmalidir. Burada (g ) ), g tensoriine karsilik gelen matristir (Salimov ve Magden 2008).

Tanim 2.2.2: M, , C* smifindan bir manifold, 7 M ise manifoldun p noktasindaki
tanjant uzay1 olmak tizere Vp € M, noktasina 7,M uzayinda bir X, tanjant vektori karsilik
getiren X vektor degerli doniigiimiine vektor alani denir.

Boylece M manifoldu iizerinde bir vektor alani

X:M— UTpM

peM
seklinde diferansiyellenebilir bir doniisiimdiir (Sahin,2012).
S, M, manifoldunda bir doniisiim ise Xf de M, manifoldunda
Xf:-M—>R
(X Xp)= X, 1

bi¢iminde tanimlanan bir déniisiimdir. U c M, koordinat komsulugunu alalim. Bu
komsuluktaki bir vektor alani
X =£0.

1

seklinde yazilir. &' ’ler U ’daki lokal koordinatlara bagldir. Yani

£ =§i(xi,...,x"), i=1,...n

olur.



Vektor alanlarina benzer olarak, dual vektor alanlarida tanimlanabilir. Ama Oncelikle

dual uzay tanimini verelim:
Tamm 2.2.3: V bir F cismi iizerinde bir vektor uzayi olmak tizere L:V — F donlisimii
verilsin. Vx,y eV ve ¢,,a, € F igin
L(ax+a,y) =a,L(x)+a,L(y)

ise L doniisiimiine lineer fonksiyonel denir. Yani bir V vektor uzaymin elemanlarina skalerler

karsilik getiren lineer doniisiime lineer fonksiyonel denir. L, L, iki lineer fonksiyonel

doniisiim olmak tizere
(L, + L) (x)=L(x)+ L,(x)
(o, L)(x)=a,L(x)
sartlar1 saglantyorsa V vektor uzayina dual (kovektor) uzay denir (Sahin 2012).
Tamim 2.2.4: M bir diferensiyellenebilir manifold ve p e M olmak tizere 7,M
vektor uzayma dual olan uzay1 T : (M) ile gosterelim. @, €T, (M) elemamt o, :T M — R
lineer dontigtimidiir. 7,M vektdr uzaymnmn bir £, ,..., E, bazi verilmigse, bu durumda

T : (M) vzaymm w, (E,)= &/ sartin1 saglayan bir tek ®,,,...,0,, bazivardir. Boylece

n
o, = z w,(E,)o,
i=1

dir. 7"(M) uzaymin elemanlaria dual vektdr denir. Eger x,,...,x, manifoldun yerel

X X

n

koordinat fonksiyonlari ise {dx',...,dx"} kiimeside {g,,i} bazina karsilik gelendogal

dual bazdir. M manifoldunun her bir p noktasina bir dual vektor karsilik getiren doniisiime

dual vektor alani1 veya 1-form denir (Sahin,2012).

M, C” smifindan bir manifold olmak tizere her m € M, noktasindaki her bir (p,q) tipli tensor

i¢in uygun bir 3] (m) tensor uzay1 vardir.

Tamm 2.2.5: M, C” simifindan bir manifold olsun. 37 (m), her m € M, noktasindaki

nd

- ) , : ~p .
(p,q) tipli tensdr uzayi olmak tizere M, manifoldunun Vm e M, noktasina 3/ (m) tensor

uzayinda bir 7} (m) tensoril karsilik getiren 7 fonksiyonuna (p,q) tipli tensor alani ad1 verilir

(Bishop and Goldberg 1968).



Eger p=1, ¢=0 ise (1,0) tipli tensor alan1 bir vektor alanidir.

Eger p=¢qg=0 i1se Vme M, noktasina bir skaler deger karsilik gelir ve (0,0) tipli

tensor alani reel degerli bir fonksiyondur.

Eger U c M, bolgesinde ffonksiyonu C* smifindan ise her x €U igin df | € J](x)

olur. Boylece f fonksiyonunun diferensiyeli olan df operatorii (0,1) tipli bir tensor alanmidir.

Herhangi bir m noktasindaki 7, tensorii simetrik tensor ise 7 tensor alanina simetrik
tensor alani, eger herhangi bir m noktasindaki 7, tensorii antisimetrik tensor ise 7' tensor

alanina antisimetrik tensor alani adi verilir.

T, (p,q) tipli tensor alani olsun. 6,,...,6, (0,1) tipli tensor alanlari ve X,..., X vektor

alanlar olmak tizere

7(6,,s0,, X, s X, Nm) = T, (6, (m)..... 0, (m), X, (m),..., X, (m))

1oy U,

ifadesi reel degerli fonksiyon tanimlar. Ozelikle x’ koordinatlarma gére T tensdr alaninin

bilesenleri

Tih T(dxi‘ ,...,dxiq 9ajl ""’afp )

Ji-Jg

biciminde reel degerli fonksiyonlardir (Bishop and Goldberg 1968).

Diferensiyellenebilir Manifold Uzerinde Afin (Levi-Civita) Konneksiyon

M, diferensiyellenebilir manifoldunun y:u’ =u'(¢) egrisi boyunca konneksiyon
tanimlanmas1 egrinin noktalarma uygulanan vektorler arasinda baglanti olusturma kuralidir.
Eger y egrisinin keyfi bir noktasindaki v’ vektorii ¢ parametresine bagli olarak degistikge
verilen konneksiyona gore baslangictakiyle uygun olursa, bu vektore verilen konneksiyona gore
y egrisi boyunca paralel kaydirilmistir denir. Eger konneksiyon diferensiyellenebilir ise,
paralel kaydirmayi ifade eden v' =’ (t) fonksiyonlar1 da diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.
Vektorlerin paralel kaydirilmasi durumunda lineer bagimlilik korunuyor ise verilen
konneksiyona afin veya lineer konneksiyon adi verilir.

Afin konneksiyonun y egrisinin farkli noktalarina uygulanan vektorler arasinda
uygunlugunu gosteren sarti, yani vektoriin egri boyunca verilmis afin konneksiyona gore

paralel kaydirilma kosulunu bulalim. y egrisinin baslangi¢ noktasindaki a',m=1,....n lokal



bazini alalim ve varsayalim ki a'(¢) ’nin lineer bagimlilig1, baz vektorlerin verilen egri boyunca

paralel kaydirilma kuralini gostermis olsun. Herhangi bir v' = A" a' vektoriiniin verilen afin

m

konneksiyona gbére y egrisi boyunca paralel kaydirilmas: i¢in gerek ve yeter sart A"

katsayilarinin sabit olmasidir. Buradan yola ¢ikarak

v =A"dad (2.2)

esitligi yazilabilir. v/ = A" a' ‘den

m

m

A" =av' (2.3)
ifadesi elde edilir. Buradaki fnli baz vektorii oldugu icin buna karsilik gelen kobaz vektorii Zi
ile gosterilir. Dolayist ile f,fi cszl- =0, oldugu goriiliir. (2.3) esitligi (2.2) da yerine yazilirsa

dv'+ov" =0 (2.4)

bulunur. (2.4) denkleminde ",

o =—a;dd" 2.5)

s

seklindedir. (2.4) kosulu v' vektoriiniin verilen afin konneksiyona gore paralel kaydirilmasi

kosuludur. (2.5) seklinde tanimlanan @" objelerine konneksiyon formlari ad1 verilir.

Teorem 2.3.1: 1. Konneksiyon formlari {ai},mzl,...,n bazinin segilisinden

m

bagimsizdirlar.

2. Konneksiyon formlari, egrisel koordinatlarin doniistiiriilmesi halinde tensér dontistim

kuralina gére doniismezler.

Tamm 2.3.1: o, kovektdriiniin y egrisi boyunca paralel kaydirilan keyfi v' vektorii
tizerindeki izi bu egri boyunca sabit kalir ise, @, kovektoriine y egrisi boyunca verilen afin

konneksiyonuna gore paralel kaydirilmistir denir.

Buradan yola ¢ikarak
dv'e,)=dv'o, +vde, =0 (2.6)

elde edilir. v' vektoriiniin paralel kaydirilmasi sartindan



dv' =-aw V" (2.7)
bulunur. (2.7) esitligi (2.6) ifadesinde yerine yazilir ise
(dcoi —a)i"’a)m)vi =0
elde edilir. v' vektoriiniin keyfiliginden dolay1 @, kovektoriin y egrisi boyunca verilen afin
konneksiyona gore paralel kaydirilma sarti
do,-o'o, =0 (2.8)
seklinde olur. Vektoriin ve kovektoriin y egrisi boyunca paralel kaydirilmasi kosulunu

kullanarak, egrinin ¢esitli noktalarina uygulanmis keyfi tipli tensoriin de paralel kaydirilma

sartin1 bulabiliriz. y egrisi boyunca (p,q) tipli keyfi tensoriin izi

il . P
0.0,
Z=t"" v v @
q

seklinde gosterelim. Z fonksiyonunun vektor ve kovektor degiskenlerinin » egrisi boyunca

paralel kaydirilma kosullar1 dahilinde diferensiyeli

r ) i i F 1 P
dZ =dt"" v v w; . a), g a’v’1 VWi ..o
JiJg g ! Ji--Jq q ! P
iy..0 J J 1 P
1lp ! 7 . )
Fe Y V@ d Wi, (2.9)
o o ; il P
_ by s ey s [ iy ,Siy - p 1 P ) )
= (dtj]qu O R N SR N O +a)q tjl 9 )\12 :]/ Wi, ...0;,
olarak elde edilir. Bu ifadede
fdy g, s oid, iln.p iy Siy
5tj|-~fq _dtjl'“jq a)jltst“'jq a)thjl" Cl)s t/ jq +a)5 t/l (210)
olarak alinirsa
l ] 1 p
az =at;" oyh v ‘i .0 (2.11)

wdg 1

bulunur. y egrisi boyunca verilen afin konneksiyona gore paralel kaydirilan vektor ve kovektor

degiskenlerinin multilineer fonksiyonunun diferensiyeli de degiskenlerin multilineer

fonksiyonu olur. O zaman dZ multilineer fonksiyonuna belirli bir tensor karsilik gelecektir. Bu

tensoriin tipi t;l]'; tensoriiniin tipiyle aynidir. Koordinatlar1 ise (2.10) da verilmistir. 5t;1]’j"

tensdriine ¢, tensdriiniin mutlak diferensiyeli adi verilir.
Jidy



Tensoriin mutlak diferensiyelinin tanimindan ¢ikartilan sonucglar asagidaki gibi ifade

edilebilir:
a. Vektoriin ve kovektoriin paralel kaydirilmasi sartlart
=0, dw =0
seklindedir. Dolayisiyla keyfi tipli bir tensoriin paralel kaydirilmasi sarti

St =

Jredy
ile verilir.

b. Birim tensoriin mutlak diferensiyeli sifira esittir, yani

s(67)=0

dir.

(2.10) esitliginden tensdrlerin mutlak diferensiyelleri ic¢in asagidaki Ozellikleri
yazabiliriz:

1. 8(t, ¥t,) =& ¥ &,, t, ve t, aym tipli tensorlerdir,

2. 5(At)=(dA) + A(d%), A-skalerdir,

3. 5(/1 ® B) = (5A) ®@B+A4® (5B) , A ve B keyfi tipli tensorlerdir, ® - tensor ¢carpimini
gosterir.

4. Tensorlerin simetriklestirme, alternelestirme ve kontraksiyon islemleri mutlak
diferensiyelleme islemi ile islem oncelik sirasi degisebilir.
Afin konneksiyonlu uzaylar

Tanmm 2.3.1.1: X, diferensiyellenebilir manifoldunun her bir egrisi boyunca afin
konneksiyonu verilmis olsun. Lineerlik sartin1 saglayan X, diferensiyellenebilir manifolduna

n- boyutlu afin konneksiyonlu uzay adi verilir.

Afin konneksiyonlu uzayda verilen keyfi vektor alani i¢in mutlak diferensiyel
M =(ov +T!v')du* (2.12)

seklinde olur. (2.12) denkleminin sol tarafi bir tensér ve du” vektdr oldugundan parantezin

i¢indeki ifade bir tensoriin koordinatlari olur. Bu tensére, verilen v' tensoriiniin kovaryant

tirevi ad1 verilir ve

10



Vv =0y +T v (2.13)
ile gosterilir. Bu tiirevin sonucu (1,1) tipinde bir tensordiir.

Benzer sekilde @, kovektor alaninin kovaryant tiirevi
Vo, =0,0, -, o (2.14)
ile gosterilir ve sonug (0,2) tipli bir tensordiir.
(p,q) tipli t;‘]’;q tensOriiniin mutlak diferensiyeli
S = (0, + Z I i Tyt ydu (2.15)
11

seklinde olur. (2.15) denkleminin sol tarafi bir tensér ve du* vektdr oldugundan parantezin
icindeki ifade bir tensoriin koordinatlaridir. Bu tensore, verilen t?}’;’q tensorilinlin kovaryant
tiirevi ad1 verilir ve
. q
Vit =o," +Z L Zl bt (2.16)
P

seklinde gosterilir. Tensoriin kovaryant tiirevi tanimindan, (p,q) tipli tensoriin kovaryant tiirevi
(p,q+1) tipli bir tensor oldugu goriiliir. Yani kovaryant tiirev, uygulanan tensoriin kovaryantlik

mertebesini bir artirir.

Kovaryant tlirevin tanimindan yararlanilarak asagidaki 6zelikleri yazabiliriz:

1.V, (" '+z" ') Vt" A

/1 2J1+Jgq 1/1--Jq 2/1 Jq

2.V, (U ) =(0,A)5 " FAVL A€ F(M,)

K Jreedy 2
3V, ®@gr )=V ®gl +117 @V, gl

4. Tensorlerin simetriklestirme, alternelestirme ve kontraksiyon islemleri mutlak
diferensiyelleme islemi ile islem Oncelik siras1 degisebilir.

Afin (lineer) konneksiyonun invaryant tanimi asagidaki gibi verilir:

Tanmm 2.3.1.2: M, bir manifold ve manifold iizerindeki vektor alanlarmin kiimesi

2(M,) olmak iizere X,Y,Ze y(M,) ve feC”(M,,R) igin

Viy(M,)xx(M,)—> x(M,)

11



(X, Y)>V(X.,Y)=V,Y
ile taniml1 ve
i) V,,Z=V,Z+V,Z
(i) V,(Y+Z)=V,Y+V, Z
(i) V, Y=V, Y
W)V (/Y)=X[S]Y+ VY
sartlarini saglayan V fonksiyonuna afin veya lineer konneksiyon ad1 verilir. Burada
Vix(M,)>x(M,)

Fonksiyonuna da X vektor alam1 boyunca kovaryant diferensiyellenme denir (Sahin

2012).

Bu tanimdan goriilmektedir ki bir afin konneksiyon M, iizerindeki bir vektor alanini

yine bir vektor alanina gotiirtir.

Burulma ve egrilik tensorleri

A, afin konneksiyonlu uzayinda f = f (ul yeenyU” ) diferensiyellenebilir fonksiyonun tam

diferensiyeli
df =0, fdu'

koordinatlarin doniisiimii durumunda invaryant kalir ve df fonksiyonu du’ vektdriiniin lineer

fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karsilik gelen kovektdriin koordinatlar
V,=0.f (2.17)
seklindedir. Bu kovektore f fonksiyonunun gradienti, f ‘ye ise bu kovektor alanin potansiyel

fonksiyonu adi verilir. Keyfi 7, kovektoriiniin herhangi bir skaler alanin gradienti olmasi i¢in
gerek ve yeter sart

olmasidir (Yano and Ako 1968).

V. gradient kovektdriiniin kovaryant tiirevi

12



VV.=o0,V,-T", (2.19)
seklindedir. (2.19) denkleminde ;j ve i indislerine gore alternelestirme iglemi yapilir ve (2.18)
esitligi kullanilirsa

V V=S, (2.20)

yazilir. Burada

Sy =T (2.21)
olarak verilmistir. (2.20) denkleminin sol tarafindaki kovaryant tiirev (0,2) tipli tensor
oldugundan S bilesenleri asagi indislerine goére antisimetrik olan (1,2) tipli tensorin
bilesenlerini ifade eder. Bu tensére A, uzaymin burulma tensorii denir. 4, manifoldundan

alinmis keyfi )X, Y vektor alanlari i¢in burulma tensoriiniin invariyant formda tanima:

Tamim 2.3.2.1: M, manifoldu iizerinde V lineer konneksiyon ve y(M,) vektor

alanlarinin kiimesi olmak {izere
S:x(M,)xx(M,)—> x(M,)
(X,Y)>T(X,Y)=V, Y-V, X-[X,Y]
seklinde tanimli S tensor alanina V' lineer koneksiyonunun torsiyon (burulma) tensorii denir.

Buradan anlagilacagi tizere S, (2,1) tipli tensor alanidir. S =0 olmasi halinde V lineer

koneksiyonu burulmasiz denir (Sahin 2012; Kobayashi and Nomizu 1963).

Burada [X Y ], X ve Y vektor alanlarinin Lie parantezi olup M, bir
diferansiyellenebilir manifold, Vf e C*(M,R) ve y(M,) vektor alanlarimn kiimesi olmak

uzere
L] (M,)x2(M,) > 2(M,)
[x.Y]f = x(xf)-¥(x7)
seklinde ifade edilir (Sahin 2012).

Keyfi v' vektdriiniin V v' =0 v' +T | v" kovaryant tiirevi (1,1) tipli tensor ifade eder.

Bu tensoriin kovaryant tiirevi
VVV =0 VVy +T! V" -T"V V'

rm

13



:8,(8svi +T ikvk)+l“im(8l§v"’ +I' 7y T ::vai

2 i i k i k i m i m m i
=0,v'+o0, ' ,vi+T o'+ ov"+I' T'"y*-T7"V v

seklindedir. Bu esitlikte 7, s indislerine gore alternelestirme islemi uygulanirsa

2V, V V=R V=28V (2.22)

denklemi bulunur. (2.22) denkleminde

R,S=d T -9 T+ I"-T' " (2.23)

rm sm

=20, T iy +T 1, T )

Hm| s
olarak alinmistir. (2.22) denkleminin sol tarafindaki terim ve sag tarafindaki ikinci terim tensor

ve v' keyfi vektor oldugundan R], ifadesi (1,3) tipli bir tensérdiir. Bu tensore 4, uzayinn

Egrilik tensorii ya da Riemannian- Christoffel tensorii adi verilir.

Keyfi X,Y,Z e A, vektor alanlari i¢in egrilik tensoriiniin invaryant formda tanima ise;

Tanmim 2.3.2.2: M, manifoldu iizerinde V lineer konneksiyon ve ;((Mn) vektor

alanlarmin kiimesi olmak tizere
R:iy(M)xx(M,)xx(M,)—> x(M,)

(X,Y,Z)>R(X,Y)Z=V ,V,Z-V,V,Z-V, 2

[x.7]

seklinde tanimli R tensor alanlarina V lineer koneksiyonunun egrilik tensorii denir.Buradan
anlasilacagi tizere R, (3,1) tipli tensor alanidir. R =0 olmasi halinde ise M manifoldu i¢in

diizlemseldir (flat) denir (Sahin 2012; Kobayashi and Nomizu 1963).

Konneksiyonlarin doniisiimii

Keyfi iki afin konneksiyonlu uzaylarin difeomorfizmini inceleyelim. Bu durumda, bu
uzaylarin karsilikli noktalarmin koordinatlari ayni olacak sekilde uygun egrisel koordinat
sistemi verilebilir. Bu tiir karsilik getirme, ayn1 bir X differensiyellenebilir manifoldunda iki
keyfi afin konneksiyonun verilmesiyle de elde edilebilir. Bu duruma, konneksiyonlarin birinden
digerine ge¢cmeye, konneksiyonlarin donistiliriilmesi ya da paralel kaydirma kuralinin

dontistiiriilmesi seklinde bakilabilir. Ayni manifold iizerinde cesitli konneksiyonlar dahil etmek

miimkiindiir. M, manifoldu lizerinde Ffj ve ff konneksiyon katsayilarma sahip V ve V

14



konneksiyonlar1 verilmis olsun. Keyfi v' vektdr alaninin bu konneksiyonlara gore kovaryant

tiirevleri
Vo =0 +T), v", V' =0, +T] v"
seklinde olur. Bu iki esitligi taraf tarafa ¢ikarirsak
VoV =V =T v" (2.24)
elde edilir. Burada
7., =T, -T,, (2.25)
seklindedir. (2.24) esitligi ile verilen T, , (1,2) tipli tensor meydana getirir. Bu tensdre afin

deformasyon (gerilme) tensorii ad1 verilir.

Teorem 2.3.3.1: T, , (1,2) tipli tensor ve T’} ise V afin konneksiyonunun katsayilari

olmak iizere (2.25) esitligi ile verilen T, Kkatsayilari da diger bir afin konneksiyonun

katsayilari olur.
Ispat: (2.25) esitliginden
r@f :fuk B Tf
yazilir. F; i¢cin konneksiyon katsayilarinin doniistiiriilmesi halinde
TF T = 4l A" 4] (T - T )+ 4kl (2.26)
elde edilir. Burada Tf tensor oldugundan

T = A AT AT, (2.27)
biciminde yazabiliriz. (2.27) esitligi (2.26) esitliginde kullanilirsa

Tk k 41" 4)' Tk k k'

U = A, A AT, + AL A
oldugu goriiliir. Bu ise, ff katsayilarinin, konneksiyonlarin doniistiiriilmesi kuralina gore

doniistiiglinii ifade eder. Dolayisiyla bir afin konneksiyondur denir.

Bu teoremin bazi sonuglarini ifade edelim:

1 2
Sonu¢ 1. T f; ve I’ f; afin konneksiyon katsayilar1 olmak tizere her A skaleri igin

15



1 2
k k
Ryiay

,I;- ) (2.28)
degeri de bir afin konneksiyonun katsayilaridir.
Ispat: (2.28) esitligi
b i, A
L :FU+H(FU—FU) (2.29)

seklinde yazilabilir. (2.29) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim tensér oldugundan

Teorem 2.3.2°¢ gore I'/ afin konneksiyon olur. Yani iki farkl konneksiyon kullanilarak yeni

bir konneksiyon bulunmus olur.

Ozel halde A =1 alirsak
(2.30)

° 1 2
bulunur. T" f; konneksiyonuna Ff; ve Ff;. konneksiyonlarina gore orta konneksiyon adi verilir.

Sonug¢ 2. T afin konneksiyonu verilmis olsun. Bu taktirde, lN”ij’f =T katsayilar da

afin konneksiyon tayin eder.
Ispat: Burulma tensoriiniin ifadesi

Si]; = F[];/] = %(F,f _F./I'(i)

oldugundan

Tk k k Tk k

Iy =T,+28;, T, =T} (2.31)
yazilir. Teorem 2.3.2’den dolay1 fﬁ katsayilar1 bir afin konneksiyon belirtir. IN“;; ve I'f

Jt

konneksiyonlarina karsilikli konneksiyon denir.
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MATERYAL ve YONTEM

Kotanjant Demet
C~ simfindan diferensiyellenebilir bir M, manifoldu ve bu manifoldun P noktasindaki

kotanjant uzay1 7, (M,) olmak iizere

T'(M,)= U T, (M,) (3.1)

seklinde tanimlanan 7" (M n) kiimesine kotanjant demet ad1 verilir (Yano and Ishihara 1973).
T"(M,) "nin keyfi bir Pe7,"(M,) noktast i¢in M, iizerindeki 7" (M,) tabii demet
yapisi  olusturan 7z :T" (M n) ->M,, 7r(1~3) =P dogal demet izdisimini tanimlar.

7' (P)=PeT, (M,) kimesine M, baz uzaymmn P noktasindaki fibresi denir (Yano and

Ishihara 1973).

f:M,—T (M,) diferensiyellenebilir doniisiimilyle tamimlanan f* kesitini ele alalim:
zof :id‘ v, - M, manifoldunun herhangi bir P noktasindaki f(P) goriintiisiinii, 7," (M, ) *nin
sifir vektoriine tasiyan f* kesitine sifir kesit ad1 verilir. f (M n) sifir kesiti M, baz uzayiyla

aymdir ve bu sebeple M, manifoldunun kendisi 7" (M n) ’de diferensiyellenebilir imbedding

olmus altmanifolddur (Yano and Ishihara 1973).

(x"), U koordinat komsulugunda lokal koordinatlar olup M, baz uzayi {U ; xh}

koordinat komsuluk sistemiyle Ortiilmiis olsun. R"’de, R tiizerindeki #-boyutlu vektor uzayi
olsun. PeT,’ (M,) (PeU) noktast (P,p) sirali giftiyle gosterildigi i¢in ve peR"
kovektoriiniin bilesenleri 7,"(M,) kotanjant uzayinda dx" dogal kobazina gore P ’nin
p =x" (Z =n+l,.., Zn) kartezyen koordinatlari oldugundan 7' (U) =T (M, ) agik kiimesi
UxR" direkt ¢arpimina difeomorfizm olacaktir (Yano and Ishihara 1973).

U komsulugunda P=7z(7’) ‘nin koordinatlart x" (h=1,...,n) ile ifade edilirse ve

(xh,pi) < Pen ' (U) oldugu goz éniine alinirsa, 7' (U) < T'(M,) agik kiimesinde (xh,pl.)

17



lokal koordinatlar sistemi elde edilir ve (xh, pi) ye, (xh) ’dan indirgenmis 7' (U ) "daki

koordinatlar ad1 verilir (Yano and Ishihara 1973).
M, manifoldunun P = 7r(]~3) noktasint kapsayan diger bir koordinat komsulugu

{U , xh'} olmak iizere, 7' (U ) koordinat komsulugu da P noktasini kapsar.

! (U ) koordinat komsuluguna gére P noktasiin indirgenmis koordinatlari (xh, p,-)

seklinde gosterilir (Yano and Ishihara 1973). Buradaki doniistim kurali

=2 (),
o G2
= ox' P

bigimindedir. Burada, x"(x); x'.x’,..,x" degiskenlerinin C " _sinifindan  olan
diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. X = Dy X = p, 1le gosterilir ise (3.2) doniisiimii

x :xH'(xH) , H=1,...n,n+1,...,2n (3.3)

seklinde yazilir. (3.2) doniisiimiiniin Jakobi matrisi
ox") [ 4" 0 (3.4)
ox" ) \A4'4l.p, A, '

i 2_h h'
A,-,_axl o 0x w OX"
. — . i n XE) . = n
oox ! Ox' Ox oo

ile tanimlidir. Burada

esitlikleri gegerlidir. (3.2) doniigiimiiniin tersi ise

x"=x" (x'),
o (3.5)
P _yph'
ya da
x=x" (xH') (3.6)

ile gosterilir. (3.5) doniisiimiiniin Jakobi matrisi
ox” A, 0
— = (3.7)
Ox A4y 4
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ile ifade edilir. (3.4) ve (3.7) matrisleri 7~ (Mn) kotanjant demetinin daima yonlendirilebilir

oldugunu gosterir (Yano and Ishihara 1973).

M, iizerindeki C" -sinifindan (7, s) tipli tiim tensor alanlarmn kiimesi 3 (M, ) ve

bunlarin direkt toplami ise

ile ifade edilir. Benzer olarak T~ (M n) kotanjant demetindeki uygun kiimeler sirasiyla

3 (T* (Mn)) ve S(T* (Mn)) ile gosterilir.

p=pdx' 1-formuna, T" (M, ) kotanjant demetindeki temel 1-form ad1 verilir. 7~ (U)

komsulugunda dp dis diferensiyeli dp=dp, Adx’ seklindeki 2-formu belirtir. Bu sebeple
1 C B
dp= g‘Z:EfCBdX Nx

yazilirsa

R 3.8
=C)=| 5 (3.8)

esitligi elde edilir. (3.8) matrisi regiiler oldugundan &°/& ., =& olacak sekilde £ ters matrisi

vardir. £ matrisi

0 -5

(&= ( s 0 j (3.9)
h

bi¢cimindedir (Yano and Ishihara 1973).

Fonksiyonun dikey lifti

M, iizerinde f:M,—> R fonksiyonu tammlanmus ve z:7 (M,)—> M, izdisim

n

doniistimii olmak tizere
"f=for (3.10)

fonksiyonuna f fonksiyonunun 7" (M,) kotanjant demete dikey lifti adi verilir. PeT, (M,)

olmak tlizere
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bulunur (Yano and Ishihara 1973).

Kovektor alanimin dikey lifti

we T (M,) lizerindeki o' = g)ngA lokal bilesenlerine sahip ve koordinatlarla ifadesi

w=adx' seklindeki 1-form olup @ 1-formunun dikey lifti olan '@ vektor alam T (M)

kotanjant demetinde indirgenmis koordinatlara gore

.o 0
o= o (3.11)

ile gosterlir (Yano and Ishihara 1973).

Vektor alanimin tam lifti
M, manifoldu iizerinde X € 3, (M, ) vektdr alam verilmis olsun. T~ () kotanjant

demetinde X vektor alaninmn tam lifti olan ‘X € T (T (M, )) vektor alani indirgenmis

koordinatlara gdre

‘X = A (3.12)
- —P; (ahXi) ‘

ile gosterilir (Yano and Ishihara 1973).

Afinor alamimin tam lifti
M, iizerinde F e J)(M, ) afinor alam verilmis olsun. 7" (M, ) kotanjant demetinde F

afinor alanmnin tam lifti olan ‘F € 3, (T (M, )) afinor alani indirgenmis koordinatlara gore

. F! 0
F= sl ) i (3.13)
p,(0.F; —0,F") F|

ile gosterilir (Yano and Ishihara 1973).

y — operatorii

M, iizerinde tammli bir X vektdr alam olmak tizere 7" (M,) kotanjant demeti

tizerindeki y X fonksiyonu
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yX=p X’ (3.14)
ile ifade edilir.

M, izerinde tammli bir F afinor alani olmak iizere 7" (M, ) kotanjant demetinde

yFe3, (T (M, )) vektor alan1 indirgenmis koordinatlara gore

0
)/Fz(p FJ (3.15)

ile gosterilir (Yano and Ishihara 1973).

Te3J,(M,) olmak iizere, T (M,) kotanjant demetinde yT €3, (T* (Mn)) afinor

alan1 indirgenmis koordinatlara gore

0 0
y/T:[pTS 0] (3.16)

st ji
ile gosterilir (Yano and Ishihara 1973).

Vektor alaninin yatay lifti

M, diferensiyellenebilir manifoldu tizerinde V simetrik afin konneksiyonu verilmis
olsun. Herhangi bir X e 3 (M) igin

"X =X +y(VX) (3.17)

ile tanimlanan "X e 3 (T *(Mn)) vektor alanina, X vektdr alaninin yatay lifti adi

verilir. Burada X* ’in V, X" kovaryant tiirevi
(VX)=0X"+X'T

seklinde yazilir (Yano and Ishihara 1973).

X ’in "X vyatay lifti, T (M) kotanjant demeti tizerindeki indirgenmis koordinatlara

gore

Xi
Hy =" (3.18)
X,

ile gosterilir. Burada

r,=pl;, (3.19)
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bi¢imindedir.
Afinor alamnin yatay lifti
Fe3(M,) inT" (M n) kotanjant demeti iizerindeki “ F yatay lifti
"F =CF+9[VF] (3.20)
ile ifade edilir. Burada [VF], keyfi X,Y € 3,(M ) vektor alanlar1 igin
[VFI(X,Y)=-V ,(FY)+V,(FX) (3.21)

esitligi ile tanimli (1,2) tipli bir tensor alanidir. F ’in “F yatay lifti, 7" (M ., ) kotanjant demeti

tizerindeki indirgenmis koordinatlara gore

\ B0
F= ,_ (3.22)
_ri.sEIS + rhsEs Fh

ile gosterilir (Yano and Ishihara 1973).

Tensor Demet
M,, C* smifindan n—boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve 7.”(X), M,

manifoldunun X noktasindaki (p,q) tipli tensor uzay olmak {izere

"M,)=J 77X)

XeM,
ile tanimlanan 7.”(M ) kiimesine tensor demet adi verilir

M, manifoldu tizerinde 7 :7.)(M,) — M, tabii izdistimi verilsin. M, manifoldunun

bir X noktasmim U koordinat komsulugundaki lokal koordinatlar1 x’, j =1,...,n olarak verilir.

X € M, noktasina Karsilik gelen 7.”(M,) demetinin elemani olan Xe 77" (U) noktasmin

lokal ifadesi

Joogheed _ jouJ T e, TE p+q
(x5 )= x), X =70 j =t ntn

seklindedir. Burada tj"'i” ¢ tensOriiniin O, tabii ¢atisina gore bilesenleridir. 7.”(M,) nin

1dg ?

7~ (U) koordinat komsulugunda lokal koordinatlar olarak (x’,x’) ifadesini yazabiliriz.
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M, izerindeki koordinat doniisiimii x” =x’(x’) seklinde oldugundan T”(M,)

demetinde karsilik gelen koordinat dontigiimii

x = x (),
x? _ti{---i,,; :Ail' AI}A_[I qutil...ip :A(i,)A(j)xj (323)
oy A A g, = A A

=7,
JiJg b

‘ o L - . ox . ox/
seklinde olur. Burada A((;))A((f,) =ANLATAN A A = 4 =—
J" iy i, “ 71 Jq i o' Ji o’

olarak alinmustir.

J=0, ) J=Lon+n?, 1) = t,i'l'_""l:q olmak {izere, (3.23) denkleminin Jacobian matrisi

o’ o |
ox’ ) | ax x| A 0 34
o ) lad o | 11904049y 4D 40 (3.24)
* ox’  ox’ W@y Agn) - Aay A

ox’ ox’

ile verilir.

M, manifoldu lizerinde C” smifindan reel degerli fonksiyonlarin halkas1 F (M)
olmak tizere, C* simifindan (p,q) tipli tensor alanlarinin /(M) tzerindeki modili 37 (M)
ile gosterilir.

Eger a € 37 (M) ise kontraksiyonla 7.7 (M) uzayinda fonksiyon ¢ ile ifade edilir.

Oyle ki, U(x") © M, koordinat komsulugunda & nin lokal ifadesi
a=al0,®.80, ®dx'®..®dx"

seklinde ise 1 nin 7' (U) koordinat komsulugundaki (x’,x’) koordinatlara gére lokal ifadesi

Tty iy
w=a t."
By e dy

bi¢iminde olur.

Tensor alanlarin tensor demete dikey lifti ve y — operatorii
Yardimci teorem

X,YeTq”(Mn) olsun. Her a e T)/(M,) igin X@a)=Y() ise X =Y olur.

ispat: Eger Z(1) = (X —Y)(ix) olarak alimirsa Z =0 oldugunu gostermek yeterlidir.

Z nin 7' (U) koordinat komsulugunda (x’,x’) koordinatlarina gére Z’ bilesenleri
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= 5 ooty i 57 iy i
Z(Za) - Z aj (ail...ip]tjl...;q ) + Z 87 (ail...ip tjl..._;)'q )
— Z"']'til...ip a ajl...jq +Z"’jajl...jq — 0
Jrewndg Oy iy,
denklemini saglar. o e 37(M,) keyfi olarak alindigindan dolayi, homojen lineer denklem

sisteminden

Z‘"jti]...ip :O, Z~j — 0

iy
(3.25)

olur. (3.25) nin ilk denkleminde eger 7.” (M) tensor demetinin tiim noktalarinda t?l’j nin tim

bilesenleri sifir degilse Z bilesenleri siirekli olmasindan dolayr M, baz manifoldu iizerinde
Z’ =0 olur. Boylece 7z ' (U) un tiim noktalarinda Z/ =0 yazilir. (3.25) denkleminin ikincisi

de dikkate alindiginda 7 '(U) komsulugunda Z =0 bulunur. Boylece T (M,) tensor

demetinde Z =0 yazilr.

A€ 3)(M,) olsun. a € 39 (M,) olmak lizere
"d(a)=a(A)or =" (a(4)) (3.26)

esitligini saglayan " 4 e S:)(Tq "(M,)) vektor alanina 4 vektor alaniin 7" (M) tensor demette
dikey lifti adi verilir (Ledger and Yano 1967). Burada '(a(4)) ifadesi a(A)e F(M,)
fonksiyonunun dikey liftidir. Diger taraftan f € F(M,) keyfi fonksiyonun " f = f oz dikey
lifti z7'(P) =T (P) fibresi boyunca sabittir.

"A="40,+" 48, olarak yazilirsa, x* =t/ olmak iizere (3.26) ‘den

Vo ki Giede Vg E kyk ki, gl
At 0,0+ A, = AT
Jredq KT, ..ty h.d,

Kk,

sonucu bulunur. 3.3.1.1. Yardime1 Teoremin ispatinda kullanilan benzer yontemle 7. (M) nin

(x’,x’) koordinatlarina gére " 4 dikey liftinin bilesenleri
VAj 0
"A= 3l B, (3.27)
A) \ A

@ € 3,(M,) tensdr alaninin lokal koordinatlarla ifadesi

seklindedir.
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Lo
¢=¢j§®dx’

seklinde verilmis olsun. T7(M,) tensor demette 7' (U) komsulugunda (x/,x’)

koordinatlarina gore yp vektor alani

llml i 0
Y = (Z ‘oo (P2lg20)
(3.28)

fii J
o= (Z ome 9557 (P20, 42D
olarak tanimlanir (Cengiz and Salimov 2002).

(3.24) ifadesinden, yp, T.”(M,) tensdr demette dikey vektdr alanidir. Biz yp yi

@ e 3 (M,) afinorun IV (M,) tensor demette dikey-vektor lifti olarak isimlendirecegiz. yp

dikey-vektor liftinin lokal koordinatlarla ifadesi

0
7/¢ = Z l i
20
A=1
0
j;(p = q i m (3.29)
2 e

u=1

seklinde bulunur.

Tiirevlerin tam liftleri

M, diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde tiim tensor modiillerinin direkt toplamini
I(M,) = Z 37 (M) bigiminde gosterelim. Asagidaki 6zellikleri saglayan
p-q=0
D:3(M,)—> 3(M,)

doniisiimiine M, manifoldu iizerinde tiirev operatorii ad1 verilir.

a) D(aS+bT)=aDS +bDT, VS,T €3/ (M,), a,beR,

b) D tensor alaninin tipini korur.
¢) D(T,®T,)=(DT,)®T, +T®(DT,), VT,.T, € I(M,),

d) D(cT)=c(DT), ¢ —kontraksiyon.
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Tensor tiirevinin tanimindan, M, tizerindeki (1,1) tipli / = (5;) birim tensor alani i¢in
DI=0 (3.30)
dir.
M, manifoldunda D operatorii i¢in
Pf=Df, fe3I(M,) (3.31)
olacak sekilde bir P vektor alan1 mevcuttur.

Eger M, manifoldunun herhangi bir U koordinat komsulugunda
D(0,)=0!0, (3.32)
seklinde alinirsa (3.27) den ve dx'(9,) =&, olmasindan dolay:
D(dx")=-Qdx’ (3.33)
sonucu elde edilir.
37(M,) modilinin « elemant « = alf llpj '0,®..90, ®dx' ®..®dx" bigiminde ifade

edilmis olsun. (3.32) ve (3.33) denklemlerinden Do nin bilesenleri

D ..
Da:(p"d,a" l"’ + Zah'"m'"jq O Zal‘]jt}f.i,, o) (3.34)

A=1

olarak bulunur. Burada p”, (3.31) ile verilen P e J,(M,) vektor alaninin bilesenleri olur.

(p", Q") giftine ise U koordinat komsulugunda D tiirevinin bilesenleri denir (Yano and

Ishihara 1973).

M, manifoldu Uzerinde tiirev operatorii D olmak lizere o e 37(M,) icin 3.2.1.1.

Yardimci Teorem’e gore

“D(Ga) = (Da) (3.35)
olacak sekilde bir tek “D € 3, (T, (M) vektor alani vardir. “D vektor alanina TV (M,) tensor
demetinde D nin tam lifti ad1 verilir (Ledger and Yano 1967).

(3.34), (3.35) ve 3.3.1.1. Yardime1 Teorem’den D vektor alaninin (x/,x’) koordinatlarina

gore bilesenleri:
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J

p

C
= L. )4 R .
D iy.ndy Qm _ z atl...m“.lp Qil
Tty =y Ji-Jq m
A=1

(3.36)

q
04
p=1

seklinde olur.

M, manifoldu lizerinde D, ve D, tiirevleri verilmis olsun. (3.36) den
C
I:CDU CDz} = [DlaDz]
bulunur (Cengiz and Salimov 2001).

Lie tiirevinin tam lifti

VeJ,(M,) olsun. T"(M,) tensér demette V' vektér alanmmn ¥ tam liftinin

bilesenleri

V= (C ] - .., N i, m (3.37)
Vj tf1-~jq 8mI/ t Z; tjl.“m...jqajﬂ V
u=

P
A=

—_

seklinde verilmistir (Salimov 1994).

L,, V' vektor alanina gore Lie tiirevi olsun. L, ,
L f=Vf,YfeFM,)
LW =[V.W],VV,We3,(M,)
esitliklerini saglar. Burada [V, W] , V' ve W wvektor alanlarmin Lie parantezidir.
[V, W]h =V'oW" —Ww'6V" oldugu goz dniine alinarak Lie tiirevi koordinatlarla
L =(v"-oy") (3.38)

biciminde yazilabilir.

L, nin tam lifti ise (3.35), (3.36) ve (3.38) dan
C(LV) — CV

Olarak elde edilir (Cengiz and Salimov 2001).
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Kovaryant tiirevin tam lifti

M, manifoldu iizerinde V afin konneksiyonu ve V' vektor alanina gére V, kovaryant

tiirevi tanimlanmis olsun. V,
VS =V
Vi X =fV, X +gV, X, Vf, g F(M,), VV,W,X e 3y(M,)
sartlarini saglayan bir tensor tiirevidir. V, kovaryant tiirevi M, manifoldu iizerinde
V, =" VT (3.39)

seklinde bilesenlerine sahiptir. (3.36) ve (3.39) kullanilarak “(V,) tam liftinin bilesenleri

Vi
O S o, - Svns oA
=
olur.
Simdi M, manifoldu lizerinde yeni bir V afin konneksiyonun
V, Y=V Y-S(X,Y)=V,Y-(V, Y-V, X-[X,Y])
=V, X+[X,Y] (3.41)

denklemiyle verildigini kabul edelim. Burada S(X,Y), V afin konneksiyonun burulma

tensoriidiir. (3.41) dan
—h h
T =T
elde edilir. Burada l:ifl. , V yeni afin konneksiyonun bilesenleridir.

(3.29), (3.37) ve (3.40) ifadelerinden

0
V-V, = e, o Ny :
(Vr)= Zz" "@,V" + r’;me)—Zr' b @ VT VT

JieMee jg

0

Zt" @ VT V- Zz'l b (@, V'"+ff;é,Vf)

JieteeJg
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0

Zt" "V V) - th‘ b ,(v V™

=y (VV)=7(VV)
elde edilir. Boylece
V)=V —y(VI)+7(VV) (3.42)
olur. (3.42) denkleminde eger V¥ =0 olur ise
V)=V =°(L)
bulunur.
V simetrik afin konneksiyonu verilmis olsun. Bu takdirde V¥ =V dir. (3.42) dan

V)=V =y(VV)+7VV)

VJ'
- )4

s m 11 dp _Z iy M.y,
V (ZFSJ Jreme.jg Fsmtjl.“jq )

=1y (3.43)

esitligi bulunur. Burada "V, T.V(M,) tensor demette V vektor alaniin yatay liftidir (Salimov

1994).
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ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Kotanjant Demet izdiisiimii ile Tanimh Yar1 Tensor Demet

M,, C” smifindan n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve (T *M,), 7, M n) ise
M, iizerinde kotanjant demet olsun. x“ lar M, deki baz koordinatlari, X" = p, larise T*(M,)
kotanjant demetindeki fibre koordinatlari olmak iizere (X')= (xa,x“) notasyonu

kullanilmaktadir. Burada 1, /,... indisleri 1 den 2n e; 5,5,... indisleri 1 den n e; a,f,...

indisleri ise n+1 den 2n e kadar deger alir.

(]; (M, ),7~z, Mn), M, iizerinde bir tensor demet (Gezer & Salimov 2008; Ledger &

Yano 1967; Salimov 2013) ve T*(M,) ise 7, :T*(M,) = M, izdiisiimiiyle (submersion) ile

taniml1 kotanjant demet olsun (Yano & Ishihara 1973).
(Tq (M, ),7~r, M n) tensor demetinin 7*(M,) kotanjant demeti {izerindeki

(t;’ (M), 7,, T*(M n)) yari-tensor demeti (induced veya pull-back):

R

t;’(Mn)={((xa,x“),xz)eT*(Mn)X(Y;")X (Mn):izl(xa,x“)z;z(x“,x )z(x“)}cT*(Mn)x(Tq”)x (M)

ile tanimlidir. Burada 7, (x*,x%, xz) = (xa,x“) ile 7,:4;(M,) > T*(M,) izdiisiimii tanimh
olup (Tq”) (Mn)(x =T, (;c),;c = (x;,x“)e T*(Mn)) ise M, nin bir x noktasindaki tensor

a _ BB (T 5 pHg N .
uzayidir. Ayrica X~ = tal._.a; (a,ﬂ, w=2n+1,...,2n+n ) lar 7.7 (M) tensdr demetinin fibre

koordinatlaridir (pull-back demeti bkz: (Husemoller 1994; Lawson & Michelsohn 1989;
Salimov & Kadioglu 2000; Steenrod 1951; Yildirim 2015; Yildirim & Salimov 2014). Ayrica

pull-back demetlerinin genellesmis hali Pontryagin demetleri olarak bilinir (Pontryagin 1947).

(x")= (xa',x“',x;'), t?(M,) yari-tensor demetindeki bir diger lokal adapte olmus koordinat

sistemi olmak tizere
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a axﬁ

* ox* Py

x“ =x“'(xﬂ), 4.1)
al BB BB BBy e, (B) 4(B) B

X _tal'.“aq' _Aal...ap al'“.aq'tﬁ]...ﬂq _A(a) A(a')x ’

dontistimii tanimlidir (Yildirim 2018b).

(4.1) doniisiimiiniin jakobiyeni

AL p A AT 0
A=(4)=] 0 A5 0o |, (4.2)
(a) (B) 4(o) (B 4(B)
0 t(a)aﬁA(a) A(a') A(a) A(a')

seklindeki bilesenlerine sahiptir. Burada / = (&,a,a) , J =(E, ﬂ,ﬁ), I1,J,..=1,...2n+n"",

. ox ox? 0*x°
T SN [ty AP =—— , A7, =————— ile tammmhidir(Y1ldirim 2018b).
(o) 7.0, i) axﬂ a axa B'a axﬁ axa ( )

q

(4.2) de belirtilen matris i¢in

Det(4”) %0, Det(A2)#0, Det(A%) AL)) # 0

oldugundan Detd #0 dir.

Ayrica dim¢ (M) =2n+n”"* olmaktadir.

7T =

) N T'(M)| T (M)X(T7) (M) - T'(M,) 6"a"2") 5 (xx)
J \

(xa,x”,x;) - (x”)

(M,

idi/n ¢7r1 ¢ ¢
v(M) —> M, | TM)XT) (M) > M,

q n

F(T*(M,)) ve F(M,), T*(M,) ve M, iizerindeki C —smifindan reel degerli
fonksiyonlarin belirttigi halka olmak tizere, 7*(M,) ve M, {izerindeki ( p,q) tipli tiim tensor
alanlarinin F(T*(M,)) ve F(M,) lizerindeki modiilii sirastyla 3/(T*(M,)) ve J(M,) ile

n

gosterilir (Yildirim 2018b).
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Tensor alanlarimin dikey liftleri ve y — operatorii

AeJ)(T*(M,)) olmak tizere ™ A vektor alani

w A&

0
WA: WAa = 0 > (4'3)
w Aa A;ﬁﬂ j]

seklindeki bilesenlere sahiptir. (4.2) ve (4.3)’den “A'=4 (WA) oldugu gosterilebilir.

"Ae Slo(tq” (M,)) vektor alam AeJ)(T*(M,)) mn ¢7(M,) yari-tensor demetine dikey lifti

denir.

=

pe3(M,) olmak iizere 7 '(U) daki mp vektor alani t7(M,) tzerindeki (xﬁ,xﬂ , X

)

koordinatlarina gore
(4.4)

bilesenlerine sahiptir. (4.2) den yp ve y¢ vektor alanlarinin her bir 7' (U) t7(M,) dadikey
vektor alanlart tanimlar. yp (veya 7o), g e 3,(M,) tensor alaninin t7(M,) yari-tensor demetine

dikey-vektor lifti olarak adlandirilir (Yildirim 2018b).

Keyfi p e 3}(M,) i¢in, (4.2) ve (4.4) ‘den, (yp)'=A(yp) oldugu gosterilebilir. Burada jp

vektor alani

1w=(rp) =| 0 (4.5)

P
a..E.0, o
;tﬂ:..ﬁq Q.

ile tanimlidir. g e 3(M,) olmak iizere yo

32



~ ~ \/ 0
ro=(79) =| 0 : (4.6)
9
Dl b,
=1

bilesenlerine sahiptir. (4.2) kullanilarak (;@)' =4 (;@) oldugu gosterilebilir.

Keyfi ¢ € 3(T *(M,)) i¢in, yp vektor alani (xﬁ,xﬂ ,xﬁ) koordinatlarina gore

_paFﬂo-
0

bilesenlerine sahiptir. (4.2) kullamlarak (y@)'= A(yp) oldugu gosterilebilir (Yildirim 2018b).

Vektor alanlarimin tam lifti
X eJ3(T*(M,)), X =X“(x*)d, olmak iizere X vektor alaninin kotanjant demete
‘X tam lifti

‘X=X%0,—p,(0,X")0,

ile tanimlidir (Yano & Ishihara 1973).

Keyfi X € 3,(T*(M,)) igin, “ X vektor alani (xﬁ,xﬂ ,x'?) koordinatlarina gore

@y -p,(© ﬂXg)
“x=|“x’ |=| X* , (4.8)
CCX; £ ey ) < -,
;tgg asXa _ZIZZ}: qaﬁ;,Xf
=] s

bilesenlerine sahiptir. (4.2)’den “X'=A(“X) oldugu gosterilebilir. “X vektor alanina

‘X €3 (T*(M,)) vektor alaninin t7(M,) e tam lifti denir (Yildirim 2018b).
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Vektor alanlarinin yatay lifti
Keyfi Xe3(T*(M,), X=x*(x"), i¢in "X eIy (t/(M,) vekidr alam

(x”,x”,x”) koordinatlarma gore

XT,,

X=X ’

‘X[(Zl—jﬂﬁfﬁ lezza

=l

(4.9)

bilesenlerine sahiptir. (4.2)’den "' X'= Z( ¢ ) oldugu gésterilebilir. "X vektdr alanina X
vektor alanimin 77 (M) e yatay lifti denir. Burada

Lo =p.T0
ile tanimlidir (Yildirim 2018b).

@< 3}(M,) olmak iizere ¢/ (M) yari-tensor demeti tizerindeki yo € Iy (¢”(M,)) vektor

alan1 (x”,x”,x”) koordinatlarina gore

0
yo=(70) =|0 , (4.10)

a...0,
Z e %
=1

bilesenlerine sahiptir. (4.2) kullanilarak (;N/(p)': Z(;N/(p) oldugu gosterilebilir. Burada ¢, ile ¢
nin lokal bilesenleri gosterilmistir.

Teorem 4.1.3.1. X € 3,(7 *(M,)) olmak iizere

“ X X = (VX)-/(VX)+1(VX),
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esitligi bulunmaktadir. Burada ¥ simetrik afin konneksiyonu Ty =y, ile tammlidir (Yildinm
2018b).

ispat. (4.5), (4.6), (4.7), (4.8) ve (4.9)’dan

~2,(6,X°) ATy
ch_HHX: Xﬂ - Xp
DX S 2, x | | X (Zf?’ﬂf?? 2 ST
=l

=0

zqfa(axmr‘f;xf)—i "0, X +T, X’)

=l

0 0 —p,(0,X°+X°T)
=0 -0 +0

z““(axurwx’) Z ,,,,, (0,47 4T3, X) "

2| OpX +XT,
—
O O V/y\’"'
o o + 0
St x| | S, e,0 ) | |
4 (5 X% 4T X 5,0 +F/f/ )
= BB, 5’0[_, = ﬂ ﬂ %z—’
v, X7 %ﬁﬂy
P (VﬂXS )

+{0

0

0
L tal.“s...a ~ai . tal.“a[, @ X
; BB, Z:, BreB, \ Y B,
= L=

=1V, X =3[V, X)o7 (V,) = 100 =7 (0X) 4190,

bulunur (Yildirim 2018b).
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Yari-tensor demette kesitler
&e3(M,), M, manifoldu tizerinde bir (p,q) tipli tensdr alam olmak iizere, x — &,

doniistimii (& ;x e T *(M,) noktasindaki & degerini belirtir) yari-tensor demetin ﬂé kesitini
tammlar. o, : M, >T7(M,) ile (7;” (M, ),;T,Mn) tensor demetinin kesiti tanimlanmak tizere
7To0; =I( M,) esitligi  elde edilir. (tqp M), z,, T*(M n)) yari-tensor  demetinin

B :T*(M,) —>1](M,) kesiti:
,6"f (xa,x“) :(x”‘,x”‘,Ojf o, (x“,x“)) =(x&,x“,aé (x“)) =(x&,x“, g{:gp (xﬂ))

ile tanimlhidir (Isham 1999; Husemoller 1994; Lawson & Michelsohn 1989; Yano & Ishihara

1973).

(xﬂ ) bilesenlerine sahip olmak iizere x” =(x73,xﬂ ,x7)

o..a,

¢ tensdr alam £

koordinatlarina gore ,35 (T *(Mn)) kesiti

x’ =p; =0, (x“),

=x’, (4.11)
=g (x),

ile tanimlidir (Y1ldirim 2018b). x* = p,, lar degiskenler olarak alinirsa, X% = p, larm (4.11)’a

gore diferensiyeli alinarak bilesenleri

0,0
ox’® 3 ’ Z
B@ = vy =0,x" =| O,x )
0,55

seklinde olan B@ , (0 =1,...,n) vektor alanlar elde edilir.

Buradaki B-

) vektor alanlart f3; (T *(Mn)) kesitine tegettir. ¢/'(M,) yari-tensor

demetinde (xﬁ,x'g ,xﬁ) koordinatlarina gore B@ nin bilesenleri,
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bi¢imindedir. Burada

5":A9=aig

esitligi elde edilmektedir.
we3)(M,), o= dx” olmak iizere Bw vektdr alamnm /(M) yari-tensor
demetinde (xE,xﬁ ,xﬁ) koordinatlarina gore bilesenleri

Wg

Ba):(B(g)a)g) =0 |, (4.12)

ile tanimlidir (Y1ildirim 2018b).

X = Py = sabit,

=

= foi“""';?” (x“) = sabit,

:x,

olmak iizere; x’ lari degiskenler olarak kabul edersek (4.11)’a gore x” larm diferensiyeli

almarak bilesenleri

2,0,
ox® 3 5
C(B) :§=89x = 86,x 5
0

seklinde olan C(g), (@=n+1,...,2n) vektor alanlar1 elde edilir. Burada C(é,) vektor alanlar

B: (T *(Mn)) kesitine tegettir. /(M) yari-tens6r demetinde (xﬁ,xﬂ ,x;) koordinatlarina

gore C(g) nin bilesenlerti,
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0B

B Y| SA

Coy:(Cin)=| & =
0ol
bi¢imindedir. Burada

ox”
oF =4f ==
’ !

esitligi gecerlidir.
X e3,(T*(M,)) olmak iizere CX vektor alanmnm ¢7(M,) yari-tensér demetinde

(xﬁ,xﬂ ,xﬁ) koordinatlarina gore bilesenleri

X0,0,
cxi{eux)=| x| @)

0 o .y
X8,

ile tanimlidir (Yildirim 2018b).

x" = p, = sabit,

B

=

x” =x” =sabit,

B gy, a
_glmﬁq (x )a

s lar degiskenler olarak kabul edilip X =149 ¢ gore diferensiyeli

. (04
olmak Tizere, ty =1p..8,

alindiginda bilesenleri

0-0, 0

| EE |=0-x% =| 0-x" =10
(a) 0 6

a..a 6 b s “p
%Zﬂl"ﬁ: 5ﬂ1 "'5@, 5% ...57p
seklinde olan E(E) (5= 2n+1,...,2n+n?"") vektor alanlar1 elde edilir. E(g.) vektor alanlar

TV (M) tensdr demetinin fibresine teget olup burada &, Kronecker semboliidiir:

38



6 _ 8)(:91
B axﬁl :

&, M, tzerinde (p,q) tipli

E=&) ®..®d" ®0, ®..®0,

ile taniml1 bir tensor alan1 olmak iizere 7" (M) tensdr demetinin fibresine teget olan ES vektor

alam

0
E&: (E(Z)é‘;‘_:é” j =0 , (4.14)

BB,

ile tanimlidir (Y1ildirim 2018b).

Teorem 4.1.4.1. w,we I (M,) olmak iizere

[ By, Bo]=0

esitligi gecerlidir. (Yildirim 2018b).

=

B

ispat. Keyfi y,we J)(M,) kovektor alanlar igin (x’g,x , X ) koordinatlarina goére

[By, Bo]’
t}'(M,) iizerinde tanimh [ By, Bw| "nin bilesenleri [By ,Bw]ﬂ olmak iizere

[B://,Ba)]ﬁ
[By,Bo] =y'd,0" — '8,y
= yﬁa;aﬂ +y’0 w’ + y/;aza)" - a)gaay/ -0y’ — a)zﬁzy/
=y, 0.0 —w,0_y’

olarak yazilir. Burada (4.12) ifadesi kullanilarak, J = E icin
[Bz//,Ba)]ﬁ = y/aaaa)ﬁ — a)aagl//ﬁ
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= 1//a85a)ﬂ — coaﬁal//ﬂ

J =/ igin

bulunur. Béylece [By, Bw]|=0 esitligi ispatlanmis olur.

Teorem 4.1.4.2. X, T*(M,) lzerinde bir vektdr alani olmak tizere, B.(T*(M,))

kesiti boyunca

“X =—B(L.0)+CX + E(-L,&),
esitligi gecerlidir. Burada € ya gére X in Lie tiirevlemesi L 6 ile, X e gore & nin Lie
tirevlemesi ise L & ile gosterilmistir (Y1ldirim 2018b).

Ispat. (4.8), (4.12), (4.13) ve (4.14) ifadeleri kullanilarak,

X%,0,+6,0,X° (X°8,6,

~B(L,0)+CX +E(L,&)=—|0 +| X7
9 a..op
0 X ae BB,
0
+| 0

p p
_ vyt a..ap p zay..op a; goy..&..0p
X 89 B--Py ;aﬂ/‘X é:ﬂ]...ﬂ..,ﬂq +;aﬁX é:ﬁ],..ﬁq
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—6,(0,X")
=| x*

)4
_gaﬂ,,Xﬁ‘fﬁ BB, +25 Xgg

— ce X
bulunur.

C( =E_  esitligi var olup B.(T*(M,)) kesiti boyunca adapte olunmus cati

BB

catisinin belirtmis oldugu matris

{ 5 Cp)» ?} tclust ile gosterilecektir. B.(T*(M,)) kesiti boyunca adapte olunmus
{ ok (ﬁ)’ ?}

57 0,0, 0
(Z):(Zﬁ): 0o o 0 ’ “15)
0.0, B B, co o,
0 aﬁgal...aq 50‘1 "'é‘aq 5}/1 "'57,;
seklinde olup, burada A matrisi singiiler degildir. Regiiler (tersinir) olan A matrisinin (4)"

ters matrisi

L 50 0,0, 0
(4) =(Ac) “lo & 0 (4.16)
0 —0,& 52...5235;{1...52p

bilesenlerine sahiptir. Dolayisiyla burada
N1 AN B N 4_ 7
A(A) =(A4)(Ac) =0f =1
esitligi gegerli olup A = (5, a,a) , B= (,Z’, ,B,z’) ,C= (5, 9,2) ile tanimhidir (Y1ldirim 2018b).

Ispat. (4.15) ve (4.16) ifadeleri kullamlarak,
p 0
o o’ 0,0, 0 Oy  —0,0, 0
() =(AB)(AC) I 0 o & 0
0y..0, B By <oy o, 0y..0, ) 0, ¢oy o,
0 058, 040,607 | 0 —0,55"5" 05..0,0,"..0,
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55 8990: _89001 0 6o/ 0 0
=l 0 Sy 0 |=| 0 & 0|=5=1I.
0 0,&07 0,607 shor | 0 0 5

esitligi bulunur.

Teorem 4.1.4.2°den, M, iizerinde X € 3,(T*(M,)) vektor alanmnmn “X tam liftinin

B (T*(M,)) kesiti boyunca { B

7 C( )’ C ﬁ)} adapte olunmus catisina gore bilesenleri

(
L6
“X:i X
- XQE

ile tanimlanir.

Keyfi A€J;(T*(M,)) tensor alam igin (4.3) ve (4.15) ifadeleri dikkate almnirsa
WA = Z( " A) oldugu goriiliir. Burada "4 € 31) (¢)(M,)) vektor alani, {B(ﬁ),C( ﬁ,),C(ﬂ)} adapte

olmus catisinda f3, (T*(M,)) kesiti boyunca,

w AE 0
WA=l Va7 =] 0
w A; A;l.""';;ﬂ

bilesenlerine sahiptir (Yildirim 2018b).

Bw, CX ve E&; T*(M,) deki 3, (T*(M,)) kesiti boyunca {B(ﬂ),C(ﬂ),C(ﬂ)} adapte

olunmus ¢atisina gore sirastyla

@, 0 0
Bo=|0 |, CX=|X"| EE=|0
0 0 So s

bilesenlerine sahiptir. Burada &; (p,q) tipli bir tensér alanidir (Yildirim 2018b).
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Keyfi pe3(M,) icin yp vektdr alam (x;,x“,xa) koordinatlarina gore

I 24
7(/’=(7(0) =0 (4.17)
p

Z t[q‘_:‘ﬁ q ,,Q)?

A=1

bilesenlerine sahiptir. Burada (y¢)'= A(y¢) oldugu (4.2) yardimiyla kolaylikla ispatlanabilir.

Burada ¢ ler ¢ afinor alaninin lokal koordinatlaridir.

t7(M,) yar tensor demetinde f e Jo(M,) fonksiyonunun " f dikey lifti (Yildirim

2017b):

Vf= fom=fomon,=for (4.18)
ile tanimlidir.

Teorem 4.1.4.3. 7" (M) tizerinde tamiml1 X vektor alantile f e I0(M,) icin
HH vaf _w (Xf)
esitligi gecerlidir.
Ispat. X e (T"(M,)) vektor alant olmak tizere (4.3), (4.9) ve (4.18) ifadeleri

kullanilarak

HHvaf :HH Xla[(v\/f)

HHXVV.f‘ :HH X; ag(wf) +HH Xaaa (VVf) +HH X; 5;(Wf)

0 0
=x0,("f)

=" (Xf)
bulunur.

Teorem 4.1.4.4. X € 3| (T"(M,)) vektor alani olmak iizere Lie carpimu kullanilarak keyfi

A€T(M,) tensor alani i¢in
[HHX’VV A] _w (VXA)

esitligi gecerlidir.
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Ispat. Keyfi X e3,(T"(M,)) ve AeT(M,) igin (xﬁ,xﬁ ,x'?) koordinatlarina gore

(X 4P
t;(M,) tizerinde tanimlt [ X," A]" vektor alaninin bilesenleri | pu y» 4o | olmak iizere (4.3)

[ X, A
ve (4.9) ’dan

[HHX,VV A]J _ (HHX)[aI(wA)J _(VVA)IaI (HHX)J
:(HH)()a aa(va)J +(HHX)"‘ 80((VVA)J +(HHX); a;(va)J

_(va)E a;(HH XY — (" 4)" o, " xy _(va);a;(HHX)J

:(HH X); a;(WA)J +(HH X)“ 60: (VVA)J

+(HH X); 5; " 4y — (" A); 5; " Xy’

elde edilir. Burada (4.3) ve (4.9) kullanilarak, J = £ i¢in

[HH X’vv A]E :(HHX)E 55 (vv A)E +(HH X)"’ aa (w A)E
— —

0 0

+(HH X)E a: (vv A)ﬁ _(va); a: (HH X)E
a ) A J

45 ;; PXIT 4%,

_ gy pr e
__Aﬁl...ﬁq a;ng Fﬂ a
—

0

=0

bulunur. J =/ i¢in

[HHX’VV A]ﬂ :(HHX)5 85 (WA)ﬁ +(HHX)“ aa (WA)ﬂ
. v

+( HHX)z 0= (" AY ~ (" A" o (" XY

al.ap ¥b
Ap...5,

_ -, ¥ij
_Aﬁl-uﬁq 6;)(
—

0

=0
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bulunur. J =z igin

[ X" A (””X) (WA)E+(””X)Q8Q(WA)'E

aj..ap a..ap
Ag...5, Ap...5,
\*f_—J

0

+(HH X); o (WA)E ™ A)E o ("™ X);
U @

a..ap B--Pp
Aﬂ] -Pyq Auq g
H_/

0

=("x)" 0, ("4 - (" )" o.(" XY

al..ap A--Bp
A[f],..ﬁq Aa],..aq

D
a o ..a, a BB a..£..a, B,
= X0 Ay = XA O YT
Aa apAal -ag
BBy BBy

B ﬂp a...a),
+X A a t ..o‘...ﬂ ZF

ﬂ1
Ay ;,f 4 Zq/f.,
a Q..o a al...g...a B
= X0, 45" + X 4y ng ; Ag ﬂ2ra 5
A=1
_ a a..a, a
= X“(0,4;" +ng A5 Zra P ﬁ)

=(V, A)ﬁ.] i

bulunur. (x x’ xﬂ ) koordinatlarina gore ¢7(M,) yan tensor demeti lizerindeki V, Anin

"(V,4) dikey lifti

0
Y(Vy4)=|0
(VA
bilesenlerine sahip olup [ X,” 4]=" (V ,4) gosterilmis olur.
v nin egrilik tensorii ReJ (M) ile gosterilmek iizere R(X,Y)eT(M,), (1,1) tipli tensdr

alan1 X)Y,Ze3J(M,) i¢in

RX.Y)Z=[V,,V,]Z-V,, ,Z

[x.Y]

45



ile tanimlidir.
(4.9)’dan Teorem 4.1.4.5 elde edilir.

Teorem 4.1.4.5. X,Y €3 (T"(M,)) vektor alanlart olmak tizere Lie ¢arpimi kullanilarak

[ X" Y1 [ XY+ 7-7) RXY)
esitligi elde edilir.
Ispat. Keyfi X,Y €3\ (T°(M,)) i¢in (xﬁ,xﬂ ,xE) koordinatlarma gore ;' (M,) iizerinde

[y
taniml [ X,"" Y]" vektor alaninin bilesenleri (" xm yp | olmak tizere (4.9)’dan

[ vy
[HHX,HH Y]J — (HHX)[aI (HH Y)J _(HH Y)[ 61 (HHX)J
yazilir. Burada (4.9) kullanilarak J Z,E icin

[HH X,HH Y]ﬁ . (HH X)I al (HH Y)E _ (HH Y)1 al (HH X)E

= = q =

_ B & A HHyB | yan HHyp @@, B o A HHyp

= p, X’Tf0- ™Y + x“0, ™y —Zl‘;ﬁ._a_ﬂq)( r,°.0-"Y
p=

= = q =

_ B & HH v _ ya HH v o..a, B o HH
p.Y'l, GO XP=Y90, X + Eltﬁlma--ﬁqY Fﬁﬂ a8; X
L=

q
=pXT, ;a% YT, ,+X0,(pYT, ) —Z}gj AT, 8p YT,
= ——

& 0
L £ a £ a a £
~p YT, 0.p, XT,° =Y, (p,XT,7,)

o

q

a..a, B o a £

+Ztﬂ1“.o-,,ﬁqY rﬂ# P 6;175 X°r, Y
#el v

=p, X'T YT+ X%, (p,YT, )
_ngﬁrﬁganreaﬂ -Y“0, (ngaragﬂ)

=p, XYl T +p, XYL, +p, X*3,Y),7°,
-p XYT S L. —pY*X°0,L, ,—pY*(3,X)7°,

=[p, (X*(0,Y")-Y"(0,X" )T, ]

X,y
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+p [XY°0,T,f 5 =00, 5+, T, — 7]

(R(X.Y))p

= pg[Xﬁy]aFagﬂ +pg(R(X’Y));
bulunur. J = £ igin

[HH X’HH Y]/} _ (HH X)] aI(HH Y)ﬁ _ (HH Y)I 6I(HH X)/}

:(HHX)& 5& (HH Y)ﬁ +(HHX)aaa(HH Y)ﬁ +(HHX); 8; (HHY)ﬂ

Y# Y’
H_/ %/_J
0 0

(¢ Y)E o (" XY (M y) o, (" x Y (" Y); a; (" x

x? X7
%K_J %/_/
0 0

=("x)"0, (" Yy ~("1)*8, (" XY
=X“0,Y -y, X"
=[X.Y)

bulunur. J = f igin

[HHX’ HHY]? _ HHXlal (HHy)? o HHYIaI (HHX)ﬁ

_ HHXE o HHY? 4 HH yrag HHY? " HHX;6: HHYE
a . a a

_Hiya 5 HHXﬁ _ HHYaaa HHXﬁ _ HHY;a: HHXE
a . o

= X5, "My’ - Zz“""‘““ﬁr “, XPo_ My +Zt X, 0y

~Y“0, HH y B +Zt“l'"£'"“r Yﬂ’é HH y B _ Zr

B o HH v/ B
ﬂ...a...ﬂY Fﬂ aaa X

&

P =

q P
_ ...ap o ,..g...ap ﬂﬂ. L a 5 E a ﬁ;
_X“a{Zzg_mﬂq YT, ﬂﬂJ—X“a{Z“tguﬂq T aY“J 2 1 T, X azfé "T/A Y
%/_/

%

q 9
0’1 , B, o o3 o a a..a, a o
+z ﬂl...af.ﬂX ’Tﬂ# aa Ztﬂl...a..ﬁ Y F _Y aa (ztﬂl...af./}qX Fa ﬂ#J
1=l H=
%/—/
50{

o
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+Ya [Ztal...g,,.apl—, B Xaj Ztal...g.,.a Yﬂﬂ a Ztal...g...ap 1—, B, Xa

\_ﬁ,__/
5

a

q q
ﬁ# o e
Ztﬁl cfﬁqY s, a0 Zﬁl cfﬁqua s,
=1 u=1

5

(2

P
Of-rE. Ol ﬁ; 04 £, A B B
=—X“0 (Ez T ] ﬁrﬁ"ﬁq X'reyrr,

+X% (Ztﬂ YT )+Ztﬁ s Xﬂ”l“ 7Y,

u=l u=l

+Y%0 (Zt“““g"'%r b X“j Zt“‘ SYAT, XT 2,
-Y“o (Ztﬂ ...o‘...ﬂ XT G/)’ )— Zt 1...0'...ﬂ Yﬂﬂr Xareaﬁl
= YT X0 ) D Y Or

ZtalmgmaanY‘gr B 1" b4 +Zt

poops, X (0 Y7,

q
a..a, axs0 o o
+Zl tﬂ]...oxﬁqX Y aar9 + Ztﬁ ..AO'“.ﬂ X Y r rgyﬂ/
u=

u=1

+i t'z;:ll..;(.luapl—‘ B, Ya (a Xa)+ital..4£...apX Y a r ﬂa
A=

A=1

0 y ac¢

q
.0, axs0 Vi a..a, o a o
Zz xey’r r 7 zl;ﬂl“wqy (0,Xr,7,
=

q
a 4 o avy o
Z:,t l...o‘...ﬁ r'x aaré‘ Ztﬁ...o‘...ﬂ XY Fﬁ }/rayﬂ

= A 0 3, @@,

LX.YT* [X. YT

0 y ac¢

—Zl‘al“ﬁmapX Yﬁ(a F B _a 1-1 B, +F B 1" 14 _1" B r” )

(R(X .Y )
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+Z oy X Y’e,r,” ~0,0, %5+, 0, =T, T,7,)

u=1
(R(X,Y)p,

ZtZ‘“‘;;'a’T Y Y YT,

u=l1

D RGN+ D (REED

(zf St )

bulunur. (4.9), (4.10) ve (4.17) ifadeleri kullanilarak (xﬁ,xﬁ ,xﬁ) koordinatlarina gore 7 (M)
yar1 tensor demeti tizerindeki ™ [X Y ] + (}~/ - }/) R(X,Y) vektor alam

XY+ =7 RV LT XY+ RXY) 7R, Y)

p[X.YT'T, 0 —p.(R(X,Y)),

= [X,Y) + 0 -0

[X,Y] (Z P “ﬁq Ztm,..c...a B } Zq:t;,l:pﬁq (R(X, Y));,, Zt %p “r(R(X, Y))ﬂl

u=1

pg[X,Y]”Fagﬂ —pg(R(X,Y));
= [X,YY -0
4 - a..E. o
[X,Y]“(Zzﬁ'm:“ﬁ Ztl"‘%r b ] Dy (ROXLY)? — Zz o (RO,
= i A=l

pLX YT T,y + p (R(X, X))y
=|[X.7)

BBy —

[zt 2 pq ztal...(:...apl—‘ B j_it;?- ;q "(R(X, Y))ﬁ‘ +ztﬂ .4.0'...ﬁ (R(X, Y))ﬂ

bilesenlerine sahiptir. Boylece Teorem 4.1.4.5 ispatlanmis olur.
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SONUC

(1) Yiiksek Lisans tezi olarak sunulan bu ¢alismada ilk olarak, M manifoldu {izerinde taniml
T*M kotanjant demetin izdiistimii kullanilarak, (p,q) tipli tM yari-tensor demeti tanimlandi

ve bu yari-tensor demetinin 6zel sinifindaki vektor alanlarinin yatay liftleri incelendi.
(2) Kotanjant demet izdiisiimiiyle tanimlanan yar1 tensor demette alinan keyfi bir vektor alani
i¢in
HIL v £ (XF)
oldugu ispatlanda.

(3) Kotanjant demet izdiisiimiiyle tanimlanan yar1 tensor demette alinan bir vektor alani i¢in
Lie parantezi kullanilarak keyfi 4e 3] (M,) tensor alani i¢in
[HH X,W A] _w (VXA)
oldugu dogruland.

(4) Kotanjant demet izdiisiimiiyle tanimlanan yar1 tensor demette alinan iki keyfi vektor alani

icin Lie parantezi kullanilarak
[ X Y1 [ XY+ 7-7) RXY)
esitligi elde edildi.

(5) T*M kotanjant demet izdiisiimii kullanilarak elde edilen (p,q) tipli tM yari-tensér demette
bir kesit lizerinde (1,0) tipli tensor alanlarinin bazi liftleri ve bu liftler arasindaki geometrik

iligkiler incelendi.
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