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ÖZET 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

KOTANJANT DEMET İZDÜŞÜMÜ İLE TANIMLI YARI TENSÖR DEMETTE 
YATAY LİFTLER 

Merve Gamze MAVİYILDIZ 

Danışman: Doç. Dr. Furkan YILDIRIM 

Amaç: Bu yüksek lisans tezinde, M manifoldu üzerinde tanımlı T*M kotanjant demetin 
izdüşümü kullanılarak, (p,q) tipli tM yarı-tensör demet tanımlanmıştır. Bu çalışmanın amacı 
(p,q) tipli tM yarı-tensör demetinin özel sınıfındaki vektör alanlarının yatay liftlerini 
incelemektir. Ayrıca yine bu tezde amaçlanan; T*M kotanjant demet izdüşümü kullanılarak, 
(p,q) tipli tM yarı-tensör demette bir kesit üzerinde (1,0) tipli tensör alanlarının bazı liftlerinin 
ve bu liftler arasındaki geometrik ilişkilerin incelenmesidir. 
Yöntem: Tez ile ilgili olarak, kuramsal temel, genel metotlar ve araştırma teknikleri olarak 
aşağıdakiler kullanılacaktır: 
1. Kotanjant ve yarı-tensör demet geometrisi (Kuramsal temel-Kotanjant ve yarı-tensör 
demetler ve bu demetlerdeki liftler ile çeşitli operatörler) 
2. Klasik tensör analizi (indislerin yani lokal koordinatların kullanımı) 
3. Kovaryant diferensiyelleme formalizmi (global inceleme tekniği). 
Bulgular: Bu tezde, T*M kotanjant demet izdüşümüyle tanımlanan, (p,q) tipli tM yarı-tensör 
demete; (1,0) tipli tensör alanlarının yatay liftleri verilmiştir. Ayrıca, (p,q) tipli tM yarı-tensör 
demetinin bu özel sınıfındaki bir kesit üzerinde (1,0) tipli tensör alanlarının bazı liftleri ve bu 
liftler arasındaki ilişkiler incelenmiştir. 
Sonuç: Diferensiyel geometride yarı-tensör demet teorisi önemli bir yere sahip olup bu 
demetlerle çok sayıda çalışmalar yapılmaktadır. Dolayısıyla elde edilecek yeni lift problemleri 
ile gelecekte çok sayıda çalışmalar yapılacaktır. 
Anahtar Kelimeler:  Vektör alanları, tam lift, yatay lift, kesit, temel 1-form, yarı-tensör demet, 
kotanjant demet. 
Şubat 2021, 64 sayfa 
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ABSTRACT 

MASTER THESIS 

HORIZONTAL LIFTS IN A SEMI-TENSOR BUNDLE DEFINED BY PROJECTION 
OF THE COTANGENT BUNDLE 

Merve Gamze MAVİYILDIZ 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Furkan YILDIRIM 

Purpose: In this thesis, using projection of the cotangent bundle T*M over a manifold M, we 
define a semi-tensor bundle tM of type (p,q). The aim of the study is to investigate horizontal 
lifts of vector fields in special class of semi-tensor bundle tM of type (p,q). Furthermore, we 
investigate some lifts of tensor fields of type (1,0) on a cross-section in the semi-tensor 
(pullback) bundle tM of tensor bundle TM of type (p,q) by using projection (submersion) of the 
cotangent bundle T*M and we find some geometric relations for them. 
Method: In relation to the master thesis, the following will be used as theoretical basis, general 
methods and research techniques: 
1. Cotangent and semi-tensor bundle geometry (Theoretical basis-Cotangent and semi-tensor 
bundles and lifts in these bundles and various operators) 
2. Classical tensor analysis (the use of indices, ie. local coordinates) 
3. Covariant differentiation formalism (global review technique). 
Findings: In this thesis; horizontal lifts of tensor fields of type (1,0) to semi-tensor (pullback) 
bundle tM of tensor bundle TM of type (p,q) by using projection (submersion) of the cotangent 
bundle T*M and their properties are studied. some lifts of tensor fields of type (1,0) on a cross-
section in the semi-tensor (pullback) bundle tM of tensor bundle TM of type (p,q) by using 
projection (submersion) of the cotangent bundle T*M were also presented. 
Results: Semi-tensor bundle theory in differential geometry has an important place, and many 
studies have been carried out with these bundles. Therefore, with the new lift problems to be 
obtained, many studies will be made in the future. 
Keywords:  Vector field, complete lift, horizontal lift, cross-section, basic 1-form, semi-tensor 
bundle, cotangent bundle. 
February 2021, 64 pages 
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GİRİŞ 

Diferansiyel geometri, eğri ve yüzeylerin Matematiksel Analiz metotlarının 

(Diferensiyel, İntegral) kullanılarak incelenmesiyle ortaya çıkan geometrinin popüler bir alt 

dalıdır.  

XVII. yüzyılda Descartes ve Fermat tarafından keşfedilen koordinat metodu bu tür 

incelemelerde önemli bir rol oynamaktadır. XVIII. yüzyılda Leibniz ve Euler’in eğri ve 

yüzeyler üzerindeki teorik çalışmaları ile diferansiyel geometride önemli sonuçlar elde 

edilmiştir.  

XIX. yüzyıl Diferensiyel Geometrinin gelişmesinde en önemli dönemdir. Gauss’un 

1827 de yapmış olduğu “Yüzey Eğrileri Hakkında Genel İncelemeler” adlı çalışmasında, 

yüzeylerin dahili geometri problemlerini geliştirmiştir. 

Bu çalışmaları takiben 1851 yılında Riemannian tarafından, Mekanik ve Relativite 

teorisinde önemli uygulama alanları olan “Riemannian Geometrisi” tanımlanmıştır. Bununla 

birlikte, 1872 yılında Shopus Lie diferansiyel geometriye “Grup Teorisi” bakış açısını 

kazandırmış ve bu bakış açısı ile yine diferansiyel geometrinin gelişmesinde önemli bir role 

sahip olan “Lie Grubu” teorisi ortaya çıkmıştır.  

Diferansiyel geometrik objelerin tanjant demete genişleme (lift) problemleri 

diferansiyel geometrinin güncel ve verimli konularından birisidir. Bu bağlamda Lift 

(genişleme) kavramı genişleme anlamında ilk olarak Sasaki (1962) çalışmasında kullanılmıştır.  

Riemannian manifoldunda tanjant demetlerin Diferansiyel Geometrisi ilk kez 1958’de 

Sasaki tarafından incelenmiştir. Tanjant demetteki geometrilerin gelişmesine Dombrowski 

1962’de önemli katkıda bulunmuştur. Yano ve Ledger (1965), tanjant demeti simetrik 

uzaylarda tanımlayıp bununla ilgili çalışmalar yapmışlardır. Daha sonra Kandatu, 1966 yılında 

lineer olmayan konnesiyona sahip bir manifoldda tanjant demeti tanımlamıştır. 

Tanjant demette liftler ile ilgili yapılan ilk çalışma tensör alanlarının ve 

konneksiyonların dikey ve tam liftleri olup Kobayashi ve Yano (1966) tarafından yapılmıştır. 

Ama lift kavramı genişleme anlamında daha önce Sasaki’nin 1958 yılındaki çalışmalarında 

“devam” adı altında çalışılmıştır.  
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1967 yılında Yano ve Ishihara “tanjant demette konneksiyonların ve tensör alanlarının 

yatay liftleri” ile ilgili çalışmalarda bulunmuşlardır. Ayrıca “Tanjant demette tensör alanlarının 

ve konneksiyonların liftleri” ile ilgili çalışmalar 1970 yılında Morimoto tarafından yapılmıştır. 

Yano ve Petterson, 1967 yılındaki çalışmalarında lift konusunu kotanjant demette 

incelemiştir. Yano ve Ishihara, 1973 yılındaki çalışmalarında ise hem tanjant demet hemde 

kotanjant demete dikey, tam, yatay ve diagonal liftlerle ilgili elde edilmiş önemli sonuçlara yer 

vermiştir. 

Bu çalışmaları referans alan (Yano ve Ishara, 1968) çalışmasında ise her iki demette 

yatay (horizontal), dikey (vertical) ve tam (complete) liftlerle ilgili dikkate değer teorik sonuçlar 

elde edilmiştir. 

Benzer lift problemleri yarı-tensör demette de araştırılmıştır. Bu kapsamda ilk olarak 

(Duc. 1979) tarafından yarı-tanjant demet tanımlanmış ve bu demette yatay ve dikey lift 

problemleri (Vishnevskii 1983, 2002) çalışmalarında incelenmiştir. Bununla birlikte, 

Vishnevskii, Shirokov ve Shurygin 1985 çalışmasında, yarı-tanjant demete izdüşümlü lineer 

konneksiyonlar ve bu konneksiyon ile tanımlanan eğrilik ve burulma tensörleri araştırılmıştır. 

Son zamanlarda yarı-demet teorisi konusunda birçok çalışma (Yıldırım 2010, 2015, 

2017, Yıldırım ve Salimov 2014) yapılmıştır. Bu kapsamda yer alan (Yıldırım, 2013,2018) 

çalışmalarında, yarı-kotanjant demet tanımlanmış ve bu demette vektör ve afinor alanlarının 

tam ve yatay liftleri araştırılmıştır. 

Yüksek lisans tezi olarak sunduğum bu çalışmada ise, M manifoldu üzerinde tanımlı 

T*M kotanjant demetin izdüşümü ile tanımlanan (p,q) tipli yarı-tensör demet tanımlanmış ve 

yine bu demette vektör alanlarının bazı yatay lift problemleri incelenmiştir. Ayrıca yine bu 

tezde T*M kotanjant demet izdüşümü kullanılarak elde edilen (p,q) tipli tM yarı-tensör demette 

bir kesit üzerinde (1,0) tipli tensör alanlarının bazı liftleri ve bu liftler arasındaki geometrik 

ilişkiler araştırılmıştır. 
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KURAMSAL TEMELLER 

Diferensiyellenebilir Manifoldlar 

Tanım 2.1.1: M   bir Hausdorff uzay olmak üzere x M    için n   deki açık bir 

kümeye homeomorf olacak şekilde x   noktasının açık bir U   komşuluğu var ise M   Hausdorff 

uzayına topolojik manifold denir. 

Bu tanımda ifade edilen homeomorfizma 

 : nU U      

olarak ifade edilir ise  ,U   ikilisine M  ’de n boyutlu koordinat sistemi veya harita adı verilir 

(Şahin,2012). U ’ya ise  haritasının koordinat komşuluğu veya koordinat bölgesi denir.  

için 

 

yazılır. Burada  reel sayılarına  haritasında x noktasının koordinatları denir. 

Tanım 2.1.2: M  Hausdorff uzay ve k ise  şartını sağlayan bir tam sayı olmak 

üzere  

1. Lokal haritaların bölgesi M   ’i örter, yani M , n-boyutlu topolojik manifold olur.  

2. Keyfi  için  ise  

 

dönüşümü  sınıfındandır.( Bu şart bazen   ve   haritalarının  uzlaşması 

şartı olarak da adlandırılır.) 

şartlarını sağlayan    , : ,U A U M        lokal haritalar ailesine M  üzerinde  

sınıfından n-boyutlu atlas denir. 

Tanım 2.1.2’nin 2. şartında ifade edilen  dönüşümüne ise koordinatların 

dönüşümü   denir. Burada ,  haritasındaki 

 noktasının koordinatları,  ise  haritasındaki x noktasının 

koordinatlarıdır. 

 Ux

   1 2, ,..., n nx x x x  

nxx ,...,1 

0 k

U

A , U U   

     UUUU  :1

kC   ,U   ,U kC

kC

1
  

  njiuuu jii ,...,1,,  
iu   ,U x

 UU  ju   ,U
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 ise bu durumda  dönüşümü tanımlanamaz. Öyleyse kabul 

edelim ki ,  sınıfından bir dönüşümdür. 2. şart,  dönüşümlerinin  

sınıfından difeomorfizmler olmasına denktir. Bu durumda   koordinat dönüşümünün 

Jakobi matrisinin determinantının sıfırdan farklı olması anlamına 

gelmektedir(Salimov,Mağden 2008). 

Tanım 2.1.3: M, sayılabilir baza sahip Hausdorff uzay olmak üzere M üzerinde n-

boyutlu  atlaslarının  yapısı verilmiş ise M uzayına sınıfından n-boyutlu 

diferensiyellenebilir manifold veya düzgün manifold adı verilir ve  şeklinde 

gösterilir(Salimov,Mağden 2008). 

Tensör Alanları 

Tanım 2.2.1: V , boyutlu reel vektör uzayı, V   ise onun dual uzayı olsun. 

, 1,...,jx V j n 


  vektör ve  , 1,...,
i

V i m      kovektör değişkenlerinin 

1

1,..., , ,...,
m

nx x      
 

 

reel değerli fonksiyonunu göz önüne alalım. Eğer bu fonksiyon her değişkene göre lineerlik 

şartını sağlıyor ise; 

1 2,    , ,x y V
 

 (veya V   ) 

1 1 11 2 1 2,..., ,..., ,..., ,..., ,..., ,...,
m m m

x x y x x x y                    
     

      
 

bu fonksiyona multilineer fonksiyon adı verilir. Bu fonksiyona karşılık gelen 

tan tan

: ... ...
n e m e

V V V V          

operatörüne V   uzayında .m  mertebeden kontravaryant,  .n  mertebeden kovaryant tensör denir 

ve bu şekildeki tüm tensörlerin uzayı ( )m
n V  şeklinde gösterilir. 0, 0m n    olmak üzere s = 

m+n sayısına ise tensörün valentliği, (m,n) sembolüne ise tensörün tipi denir. (m,0) tipli tensöre 

kontravaryant tensörler, (0,n) tipli tensörlere ise kovaryant tensörler adı verilir. 

0
2 ( )V  uzayının bütün simetrik tensörlerinin alt uzayı  2S V  olmak üzere keyfi bir  

2 ( )g S V  tensörü için 

U U   1
  

1
   kC 1

   kC

1
  

C C C

nM

n
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                                                         , 0,g x y y V  
  

                                            (2.1) 

şartında  oluyor ise g tensörüne regüler tensör adı verilir. 

 , 0g x y 
 

, koordinatlarla 

 

şeklinde yazılır. Bu eşitlik her  için sağlandığından  

,  

elde edilir. Bu denklem sisteminin  çözümüne sahip olması için  

 

olmalıdır. Burada  ,  tensörüne karşılık gelen matristir (Salimov ve Mağden 2008). 

Tanım 2.2.2:  sınıfından bir manifold, pT M  ise manifoldun p  noktasındaki 

tanjant uzayı olmak üzere np M   noktasına pT M  uzayında bir  tanjant vektörü karşılık 

getiren X vektör değerli dönüşümüne vektör alanı denir. 

Böylece M manifoldu üzerinde bir vektör alanı 

: p
p M

X M T M


   

şeklinde diferansiyellenebilir bir dönüşümdür (Şahin,2012). 

 manifoldunda bir dönüşüm ise Xf  ’de  manifoldunda   

:Xf M     

 

biçiminde tanımlanan bir dönüşümdür.  koordinat komşuluğunu alalım. Bu 

komşuluktaki bir vektör alanı  

 

şeklinde yazılır.  ’ler U  ’daki lokal koordinatlara bağlıdır. Yani  

,   

olur. 

0x


0ji
ij yxg

jy

0i
ijg x  1,...,j n

0ix

  0ijgDet

 ijg g

,  nM C

pX

,  nf M nM

   fXpXf p

nMU 

i
iX  

i

 niii xx ,...,  ni ,...,1
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Vektör alanlarına benzer olarak, dual vektör alanlarıda tanımlanabilir. Ama öncelikle 

dual uzay tanımını verelim: 

Tanım 2.2.3: V bir F cismi üzerinde bir vektör uzayı olmak üzere :L V F  dönüşümü 

verilsin. ,x y V   ve 1 2, F    için 

1 2 1 2( ) ( ) ( )L x y L x L y       

ise L dönüşümüne lineer fonksiyonel denir. Yani bir V vektör uzayının elemanlarına skalerler 

karşılık getiren lineer dönüşüme lineer fonksiyonel denir. 1 2,L L   iki lineer fonksiyonel 

dönüşüm olmak üzere 

1 2 1 2( )( ) ( ) ( )L L x L x L x    

1 1( )( ) ( )L x L x    

şartları sağlanıyorsa V vektör uzayına dual (kovektör) uzay denir (Şahin 2012). 

Tanım 2.2.4: M bir diferensiyellenebilir manifold ve p M   olmak üzere pT M  

vektör uzayına dual olan uzayı *( )
p

T M  ile gösterelim. *( )p pT M    elemanı  :p pT M    

lineer dönüşümüdür. pT M  vektör uzayının bir 1 ,...,p npE E   bazı verilmişse, bu durumda 

*( )
p

T M  uzayının ( ) j
ip jp iE    şartını sağlayan bir tek 1 ,...,p np    bazı vardır. Böylece 

1
( )

n

p p ip pi
i

E  


  

dir. * ( )
p

T M  uzayının elemanlarına dual vektör denir. Eğer 1,..., nx x  manifoldun yerel 

koordinat fonksiyonları ise  1,..., ndx dx  kümeside 
1

,...,
nx x

  
 
 

 bazına karşılık gelendoğal 

dual bazdır. M manifoldunun her bir p noktasına bir dual vektör karşılık getiren dönüşüme 

dual vektör alanı veya 1-form denir (Şahin,2012).  

 sınıfından bir manifold olmak üzere her  noktasındaki her bir (p,q) tipli tensör 

için uygun bir ( )p
q m  tensör uzayı vardır. 

Tanım 2.2.5: sınıfından bir manifold olsun. ( )p
q m , her  noktasındaki 

(p,q) tipli tensör uzayı olmak üzere  manifoldunun nm M    noktasına ( )p
q m  tensör 

uzayında bir  tensörü karşılık getiren T fonksiyonuna (p,q) tipli tensör alanı adı verilir 

(Bishop and Goldberg 1968). 

,  nM C
nm M

,  nM C
nm M

nM

 mt p
q
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Eğer  ise  tipli tensör alanı bir vektör alanıdır. 

Eğer  ise nm M   noktasına bir skaler değer karşılık gelir ve  tipli 

tensör alanı reel değerli bir fonksiyondur.  

Eğer  bölgesinde f fonksiyonu  sınıfından ise her  için 0
1 ( )xdf x  

olur. Böylece f fonksiyonunun diferensiyeli olan  operatörü  tipli bir tensör alanıdır. 

Herhangi bir m noktasındaki  tensörü simetrik tensör ise T tensör alanına simetrik 

tensör alanı, eğer herhangi bir m noktasındaki  tensörü antisimetrik tensör ise T tensör 

alanına antisimetrik tensör alanı adı verilir.  

T, ( p,q ) tipli tensör alanı olsun.   tipli tensör alanları ve  vektör 

alanları olmak üzere  

 

ifadesi reel değerli fonksiyon tanımlar. Özelikle  koordinatlarına göre T tensör alanının 

bileşenleri  

 

biçiminde reel değerli fonksiyonlardır (Bishop and Goldberg 1968). 

Diferensiyellenebilir Manifold Üzerinde Afin (Levi-Civita) Konneksiyon  

 diferensiyellenebilir manifoldunun  eğrisi boyunca konneksiyon 

tanımlanması eğrinin noktalarına uygulanan vektörler arasında bağlantı oluşturma kuralıdır. 

Eğer  eğrisinin keyfi bir noktasındaki  vektörü t parametresine bağlı olarak değiştikçe 

verilen konneksiyona göre başlangıçtakiyle uygun olursa, bu vektöre verilen konneksiyona göre 

 eğrisi boyunca paralel kaydırılmıştır denir. Eğer konneksiyon diferensiyellenebilir ise, 

paralel kaydırmayı ifade eden  fonksiyonları da diferensiyellenebilir fonksiyonlardır. 

Vektörlerin paralel kaydırılması durumunda lineer bağımlılık korunuyor ise verilen 

konneksiyona afin veya lineer konneksiyon adı verilir. 

Afin konneksiyonun  eğrisinin farklı noktalarına uygulanan vektörler arasında 

uygunluğunu gösteren şartı, yani vektörün eğri boyunca verilmiş afin konneksiyona göre 

paralel kaydırılma koşulunu bulalım.  eğrisinin başlangıç noktasındaki , 1,...,i

m
a m n   lokal 

1,  0p q  (1,0)

0 qp (0,0)

nMU  C x U

df (0,1)

mT

mT

p ,...,1 (0,1) qXX ,...,1

           mXmXmmTmXXT qpmqp ,...,,,...,,...,,,..., 1111  

ix

 1 1

1 1

...
... ,..., , ,...,p q

q p

i i ii
j j j jT T dx dx  

nM  tuu ii :

 iv



 tvv ii 
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bazını alalım ve varsayalım ki ( )i

m
a t ’nin lineer bağımlılığı, baz vektörlerin verilen eğri boyunca 

paralel kaydırılma kuralını göstermiş olsun. Herhangi bir ii m

m
v a  vektörünün verilen afin 

konneksiyona göre  eğrisi boyunca paralel kaydırılması için gerek ve yeter şart m   

katsayılarının sabit olmasıdır. Buradan yola çıkarak 

ii m

m
dv d a                                                        (2.2) 

eşitliği yazılabilir. ii m

m
v a  ‘den  

m
m i

ia v                                                            (2.3) 

ifadesi elde edilir. Buradaki i

m
a   baz vektörü olduğu için buna karşılık gelen kobaz vektörü 

m

ia  

ile gösterilir. Dolayısı ile 
s

i s
i m

m
a a   olduğu görülür. (2.3) eşitliği (2.2) da yerine yazılırsa 

  0i i m
mdv v                                                         (2.4) 

bulunur. (2.4) denkleminde m
i , 

            
s

mm
ii

s
a d a                                                         (2.5) 

şeklindedir. (2.4) koşulu  vektörünün verilen afin konneksiyona göre paralel kaydırılması 

koşuludur. (2.5) şeklinde tanımlanan m
i  objelerine konneksiyon formları adı verilir. 

Teorem 2.3.1: 1. Konneksiyon formları  , 1,...,i

m
a m n  bazının seçilişinden 

bağımsızdırlar.  

2. Konneksiyon formları, eğrisel koordinatların dönüştürülmesi halinde tensör dönüşüm 

kuralına göre dönüşmezler. 

Tanım 2.3.1:  kovektörünün  eğrisi boyunca paralel kaydırılan keyfi  vektörü 

üzerindeki izi bu eğri boyunca sabit kalır ise,  kovektörüne  eğrisi boyunca verilen afin 

konneksiyonuna göre paralel kaydırılmıştır denir. 

Buradan yola çıkarak 

                                               (2.6) 

elde edilir.  vektörünün paralel kaydırılması şartından  



iv

i  iv

i 

  0 i
i

i
i

i
i dvdvvd 

iv
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i i m
mdv v                                                           (2.7) 

bulunur. (2.7) eşitliği (2.6) ifadesinde yerine yazılır ise 

  0m i
i i md v      

elde edilir.  vektörünün keyfiliğinden dolayı  kovektörün  eğrisi boyunca verilen afin 

konneksiyona göre paralel kaydırılma şartı  

0m
i i md                                                         (2.8) 

şeklinde olur. Vektörün ve kovektörün  eğrisi boyunca paralel kaydırılması koşulunu 

kullanarak, eğrinin çeşitli noktalarına uygulanmış keyfi tipli tensörün de paralel kaydırılma 

şartını bulabiliriz.  eğrisi boyunca  tipli keyfi tensörün izi  

 

şeklinde gösterelim. Z  fonksiyonunun vektör ve kovektör değişkenlerinin  eğrisi boyunca 

paralel kaydırılma koşulları dahilinde diferensiyeli 

           

                                                                                           (2.9) 

                 1 1 1 21 1

1 1 2 1 2 1

... ... ... ... ...
... ... ... ... ......p p p p p

q q q q q

i i i i i i si i ii i ss s
j j j sj j j j s s sj j s j jdt t t t t                           

olarak elde edilir. Bu ifadede 

1 1 1 1 21 1

1 1 1 2 1 1 1

... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ......p p p p p p

q q q q q q

i i i i i i i i si i ii i ss s
j j j j j sj j j j s s j j s j jt dt t t t t                             (2.10) 

olarak  alınırsa 

                                        (2.11) 

bulunur.  eğrisi boyunca verilen afin konneksiyona göre paralel kaydırılan vektör ve kovektör 

değişkenlerinin multilineer fonksiyonunun diferensiyeli de değişkenlerin multilineer 

fonksiyonu olur. O zaman dZ multilineer fonksiyonuna belirli bir tensör karşılık gelecektir. Bu 

tensörün tipi  tensörünün tipiyle aynıdır. Koordinatları ise  (2.10) da verilmiştir.  

tensörüne  tensörünün mutlak diferensiyeli adı verilir.  

iv i 



  qp,

p

qp

q
i

p

i
j

q

jii

jj vvtZ  ...... 1
11

1

1

1

...
...



p

qp

qp

qp

q
i

p

i
j

q

jii

jji

p

i
j

q

jii

jj vvdtvvdtdZ  ............ 1
11

11
11

1

1

1

...
...

1

1

...
... 

p

qp

q
i

p

i
j

q

jii

jj dvvt  ......... 1
11

1

1

1

...
...

p

q
i

p

i
j

q

j vv  ...... 1
1

1

1

p

qp

q
i

p

i
j

q

jii

jj vvtdZ  ...... 1
11

1

1

1

...
...



p

q

ii
jjt ...

...
1

1

p

q
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jjt ...

...
1

1


p
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1
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Tensörün mutlak diferensiyelinin tanımından çıkartılan sonuçlar aşağıdaki gibi ifade 

edilebilir: 

a. Vektörün ve kovektörün paralel kaydırılması şartları  

,  

şeklindedir. Dolayısıyla keyfi tipli bir tensörün paralel kaydırılması şartı  

 

ile verilir. 

b. Birim tensörün mutlak diferensiyeli sıfıra eşittir, yani 

 

dır. 

(2.10) eşitliğinden tensörlerin mutlak diferensiyelleri için aşağıdaki özellikleri 

yazabiliriz: 

1. ,   ve  aynı tipli tensörlerdir, 

2.  , -skalerdir, 

3. , A ve B keyfi tipli tensörlerdir, - tensör çarpımını 

gösterir. 

4. Tensörlerin simetrikleştirme, alterneleştirme ve kontraksiyon işlemleri mutlak 

diferensiyelleme işlemi ile işlem öncelik sırası değişebilir. 

Afin konneksiyonlu uzaylar 

Tanım 2.3.1.1:  diferensiyellenebilir manifoldunun her bir eğrisi boyunca afin 

konneksiyonu verilmiş olsun. Lineerlik şartını sağlayan  diferensiyellenebilir manifolduna 

n- boyutlu afin konneksiyonlu uzay adı verilir. 

Afin konneksiyonlu uzayda verilen keyfi vektör alanı için mutlak diferensiyel 

(   )                                           (2.12) 

şeklinde olur. (2.12) denkleminin sol tarafı bir tensör ve  vektör olduğundan parantezin 

içindeki ifade bir tensörün koordinatları olur. Bu tensöre, verilen  tensörünün kovaryant 

türevi adı verilir ve  

0iv 0i

0...
...

1

1
p

q

ii
jjt

  0j
i

  2121 tttt   1t 2t

     ttdt   

     BABABA   

nX

nX

iv  i
k v si

ks v kdu

kdu

iv
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                                               (2.13) 

ile gösterilir. Bu türevin sonucu (1,1) tipinde bir tensördür.  

Benzer şekilde  kovektör alanının kovaryant türevi 

                                              (2.14) 

ile gösterilir ve sonuç (0,2) tipli bir tensördür.  

(p,q) tipli  tensörünün mutlak diferensiyeli  

                      (2.15) 

şeklinde olur. (2.15) denkleminin sol tarafı bir tensör ve  vektör olduğundan parantezin 

içindeki ifade bir tensörün koordinatlarıdır. Bu tensöre, verilen  tensörünün kovaryant 

türevi adı verilir ve  

                         (2.16) 

şeklinde gösterilir. Tensörün kovaryant türevi tanımından, (p,q) tipli tensörün kovaryant türevi 

(p,q+1) tipli bir tensör olduğu görülür. Yani kovaryant türev, uygulanan tensörün kovaryantlık 

mertebesini bir artırır.  

Kovaryant türevin tanımından yararlanılarak aşağıdaki özelikleri yazabiliriz: 

1.  

2. ,    

3.  

4. Tensörlerin simetrikleştirme, alterneleştirme ve kontraksiyon işlemleri mutlak 

diferensiyelleme işlemi ile işlem öncelik sırası değişebilir. 

Afin (lineer) konneksiyonun invaryant tanımı aşağıdaki gibi verilir: 

Tanım 2.3.1.2:   bir manifold ve manifold üzerindeki vektör alanlarının kümesi

 nM   olmak üzere  , , nX Y Z M  ve  ,nf C M   için 

     : n n nM M M      

 i
k
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k vv si

ks v
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                                      , , XX Y X Y Y     

ile tanımlı ve 

(i)   X Y X YZ Z Z      

(ii)  X X XY Z Y Z      

(iii)   fX XY f Y    

(iv)    X XfY X f Y f Y     

şartlarını sağlayan  fonksiyonuna afin veya lineer konneksiyon adı verilir. Burada  

   : n nM M    

Fonksiyonuna da X vektör alanı boyunca kovaryant diferensiyellenme denir (Şahin 

2012). 

Bu tanımdan görülmektedir ki bir afin konneksiyon nM  üzerindeki bir vektör alanını 

yine bir vektör alanına götürür. 

Burulma ve eğrilik tensörleri 

 afin konneksiyonlu uzayında  diferensiyellenebilir fonksiyonun tam 

diferensiyeli 

i
idf fdu   

koordinatların dönüşümü durumunda invaryant kalır ve df fonksiyonu  vektörünün lineer 

fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karşılık gelen kovektörün koordinatları  

                                                          (2.17) 

şeklindedir. Bu kovektöre f fonksiyonunun gradienti, f ‘ye ise bu kovektör alanın potansiyel 

fonksiyonu adı verilir. Keyfi   kovektörünün herhangi bir skaler alanın gradienti olması için 

gerek ve yeter şart 

                                                           (2.18) 

olmasıdır (Yano and Ako 1968). 

 gradient kovektörünün kovaryant türevi  



nA  nuuff ,...,1

idu

fV ii 

iV

  0 ijV

iV
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m
ji mV                                                   (2.19) 

şeklindedir. (2.19) denkleminde j ve i indislerine göre alterneleştirme işlemi yapılır ve (2.18) 

eşitliği kullanılırsa  

[ ]
m

j i ij mV S V                                                         (2.20) 

yazılır. Burada  

[ ]
m m
ij ijS                                                             (2.21) 

olarak verilmiştir. (2.20) denkleminin sol tarafındaki kovaryant türev (0,2) tipli tensör 

olduğundan m
ijS  bileşenleri aşağı indislerine göre antisimetrik olan (1,2) tipli tensörün 

bileşenlerini ifade eder. Bu tensöre  uzayının burulma tensörü denir.  manifoldundan 

alınmış keyfi X, Y vektör alanları için burulma tensörünün invariyant formda tanımı: 

Tanım 2.3.2.1:   manifoldu üzerinde     lineer konneksiyon ve  nM  vektör 

alanlarının kümesi olmak üzere  

     : n n nS M M M     

     , , ,X YX Y T X Y Y X X Y      

şeklinde tanımlı S  tensör alanına   lineer koneksiyonunun torsiyon (burulma) tensörü denir. 

Buradan anlaşılacağı üzere S , (2,1) tipli tensör alanıdır. 0S   olması halinde   lineer 

koneksiyonu burulmasız denir (Şahin 2012; Kobayashi and Nomizu 1963). 

Burada , X ve Y vektör alanlarının Lie parantezi olup   bir 

diferansiyellenebilir manifold,  ,f C M     ve  nM  vektör alanlarının kümesi olmak 

üzere  

       , : n n nM M M     

 

  şeklinde ifade edilir (Şahin 2012). 

Keyfi  vektörünün   kovaryant türevi (1,1) tipli tensör ifade eder. 

Bu tensörün kovaryant türevi  

                 

 ijij VV

nA nA

nM

 YX , nM

     XfYYfXfYX ,

iv  i
s

i
s vv mi

sm v

 i
sr

i
sr vv  m

s
i
rm v i

m
m
rs v
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şeklindedir. Bu eşitlikte r, s indislerine göre alterneleştirme işlemi uygulanırsa  

 2 2i i k k i
rsk rs kr s v R v S v                                               (2.22) 

denklemi bulunur. (2.22) denkleminde  

i
rsk rR                                          (2.23) 

                                                    

olarak alınmıştır. (2.22) denkleminin sol tarafındaki terim ve sağ tarafındaki ikinci terim tensör 

ve  keyfi vektör olduğundan  ifadesi (1,3) tipli bir tensördür. Bu tensöre  uzayının 

Eğrilik tensörü ya da Riemannian- Christoffel tensörü adı verilir. 

Keyfi  vektör alanları için eğrilik tensörünün invaryant formda tanımı ise; 

Tanım 2.3.2.2:   manifoldu üzerinde     lineer konneksiyon ve  nM  vektör 

alanlarının kümesi olmak üzere  

       : n n n nR M M M M       

     ,, , , X Y Y X X YX Y Z R X Y Z Z Z Z       

şeklinde tanımlı R  tensör alanlarına   lineer koneksiyonunun eğrilik tensörü denir.Buradan 

anlaşılacağı üzere R , (3,1) tipli tensör alanıdır. 0R   olması halinde ise M manifoldu için 

düzlemseldir (flat) denir (Şahin 2012; Kobayashi and Nomizu 1963). 

Konneksiyonların dönüşümü 

Keyfi iki afin konneksiyonlu uzayların difeomorfizmini inceleyelim. Bu durumda, bu 

uzayların karşılıklı noktalarının koordinatları aynı olacak şekilde uygun eğrisel koordinat 

sistemi verilebilir. Bu tür karşılık getirme, aynı bir  differensiyellenebilir manifoldunda iki 

keyfi afin konneksiyonun verilmesiyle de elde edilebilir. Bu duruma, konneksiyonların birinden 

diğerine geçmeye, konneksiyonların dönüştürülmesi ya da paralel kaydırma kuralının 

dönüştürülmesi şeklinde bakılabilir. Aynı manifold üzerinde çeşitli konneksiyonlar dahil etmek 

mümkündür.  manifoldu üzerinde   ve  konneksiyon katsayılarına sahip  ve  

 i
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konneksiyonları verilmiş olsun. Keyfi  vektör alanının bu konneksiyonlara göre kovaryant 

türevleri  

,  

şeklinde olur. Bu iki eşitliği taraf tarafa çıkarırsak  

                                                 (2.24) 

elde edilir. Burada  

                                                     (2.25) 

şeklindedir. (2.24) eşitliği ile verilen , (1,2) tipli tensör meydana getirir. Bu tensöre afin 

deformasyon (gerilme) tensörü adı verilir.  

Teorem 2.3.3.1: , (1,2) tipli tensör ve  ise  afin konneksiyonunun katsayıları 

olmak üzere (2.25) eşitliği ile verilen  katsayıları da diğer bir afin konneksiyonun 

katsayıları olur.  

İspat: (2.25) eşitliğinden  

 

yazılır.  için konneksiyon katsayılarının dönüştürülmesi halinde  

                                (2.26) 

elde edilir. Burada  tensör olduğundan 

                                                   (2.27) 

biçiminde yazabiliriz. (2.27) eşitliği (2.26) eşitliğinde kullanılırsa 

 

olduğu görülür. Bu ise,  katsayılarının, konneksiyonların dönüştürülmesi kuralına göre 

dönüştüğünü ifade eder. Dolayısıyla bir afin konneksiyondur denir. 

Bu teoremin bazı sonuçlarını ifade edelim: 

Sonuç 1.  ve  afin konneksiyon katsayıları olmak üzere her  skaleri için  

iv
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                                                        (2.28) 

değeri de bir afin konneksiyonun katsayılarıdır. 

İspat: (2.28) eşitliği  

                                              (2.29) 

şeklinde yazılabilir. (2.29) eşitliğinin sağ tarafındaki ikinci terim tensör olduğundan 

Teorem 2.3.2’e göre  afin konneksiyon olur. Yani iki farklı konneksiyon kullanılarak yeni 

bir konneksiyon bulunmuş olur. 

Özel halde  alırsak 

                                                       (2.30) 

bulunur.  konneksiyonuna  ve  konneksiyonlarına göre orta konneksiyon adı verilir. 

Sonuç 2.  afin konneksiyonu verilmiş olsun. Bu taktirde,  katsayıları da 

afin konneksiyon tayin eder.   

İspat: Burulma tensörünün ifadesi 

 

olduğundan 

                                                  ,                                        (2.31) 

yazılır. Teorem 2.3.2’den dolayı  katsayıları bir afin konneksiyon belirtir.  ve  

konneksiyonlarına karşılıklı konneksiyon denir. 
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MATERYAL ve YÖNTEM                                                                       

Kotanjant Demet 

 C


sınıfından diferensiyellenebilir bir nM  manifoldu ve bu manifoldun P noktasındaki 

kotanjant uzayı  *
P nT M  olmak üzere  

                                                             * *

nP
n P n

M
T M T M


                                                       (3.1) 

şeklinde tanımlanan  *
nT M  kümesine kotanjant demet adı verilir (Yano and Ishihara 1973). 

 *
nT M  ’nin keyfi bir   *

P nP T M  noktası için nM  üzerindeki  *
nT M  tabii demet 

yapısını oluşturan  *: n nT M M  ,  P P   doğal demet izdüşümünü tanımlar. 

    1 *
P nP P T M     kümesine nM  baz uzayının P  noktasındaki fibresi denir (Yano and 

Ishihara 1973). 

 *: n nf M T M  diferensiyellenebilir dönüşümüyle tanımlanan f  kesitini ele alalım: 

nMf id  . nM  manifoldunun herhangi bir P  noktasındaki  f P  görüntüsünü,  *
P nT M  ’nin 

sıfır vektörüne taşıyan f  kesitine sıfır kesit adı verilir.  nf M  sıfır kesiti nM  baz uzayıyla 

aynıdır ve bu sebeple nM  manifoldunun kendisi  *
nT M  ’de diferensiyellenebilir imbedding 

olmuş altmanifolddur (Yano and Ishihara 1973). 

( )hx , U  koordinat komşuluğunda lokal koordinatlar olup nM  baz uzayı  ; hU x  

koordinat komşuluk sistemiyle örtülmüş olsun. nR ’de, R  üzerindeki n -boyutlu vektör uzayı 

olsun.     *  P nP T M UP   noktası  , P p  sıralı çiftiyle gösterildiği için ve np R  

kovektörünün bileşenleri  *
P nT M  kotanjant uzayında hdx  doğal kobazına göre P  ’nin 

h
ip x   1,..., 2h n n   kartezyen koordinatları olduğundan    1 *

nMU T    açık kümesi 

nU R  direkt çarpımına difeomorfizm olacaktır (Yano and Ishihara 1973). 

U  komşuluğunda  P P  ’nin koordinatları hx   1,...,h n  ile ifade edilirse ve 

    1, i
hx p P U    olduğu göz önüne alınırsa,    1

nT MU    açık kümesinde  , i
hx p  
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lokal koordinatlar sistemi elde edilir ve  , i
hx p  ’ye,  hx  ’dan indirgenmiş  1 U   ’daki 

koordinatlar adı verilir (Yano and Ishihara 1973). 

nM  manifoldunun  P P  noktasını kapsayan diğer bir koordinat komşuluğu 

 ' ', hU x  olmak üzere,  1 'U   koordinat komşuluğu da P  noktasını kapsar. 

 1 'U   koordinat komşuluğuna göre P  noktasının indirgenmiş koordinatları  , i
hx p  

şeklinde gösterilir (Yano and Ishihara 1973). Buradaki dönüşüm kuralı 

                                                                
 '

'

'

'

,h

i

h

i

ii

x x x

x
p p

x

 

 




                                                        (3.2) 

biçimindedir. Burada,  'hx x ; 1 2, ,..., nx x x  değişkenlerinin  C


-sınıfından olan 

diferensiyellenebilir fonksiyonlarıdır. ,h
hx p  '

'
h

hx p  ile gösterilir ise (3.2) dönüşümü  

                                              ''H H Hx x x , 1,..., , 1,..., 2n n nH                                       (3.3) 

şeklinde yazılır. (3.2) dönüşümünün Jakobi matrisi 

                                                      
'

''

'

'
'

0
i
i

hH
i

i h h
H h i

h

Ax

x A A p A

  
      

                                            (3.4) 

ile tanımlıdır. Burada  

'
'i

i
i i

x
A

x





, ' ' '

2

'
h

i

h

i h h

x
A

x x



 

, '
'h

h
i i

x
A

x





 

eşitlikleri geçerlidir. (3.2) dönüşümünün tersi ise 

                                                                
 '

'

'

,
h

h h

hhh

x x x

x
p p

x

 

 




                                                        (3.5) 

ya da 

                                                                  'H H Hx x x                                                        (3.6)                    

ile gösterilir. (3.5) dönüşümünün Jakobi matrisi 

                                                        '
'

'
' '

'

0
i
i ih

iH
h

H h
h

h
i

Ax

x A A p A

  
      

                                           (3.7) 
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ile ifade edilir. (3.4) ve (3.7) matrisleri  *
nT M  kotanjant demetinin daima yönlendirilebilir 

olduğunu gösterir (Yano and Ishihara 1973).  

nM  üzerindeki  C


-sınıfından  , r s  tipli tüm tensör alanlarının kümesi  r
s nM  ve 

bunların direkt toplamı ise 

   
 0,

r
n s n

r s

M M




    

ile ifade edilir. Benzer olarak  *
nT M  kotanjant demetindeki uygun kümeler sırasıyla 

  *r
s nT M  ve   *

nT M  ile gösterilir. 

i
ip p dx  1-formuna,  *

nT M  kotanjant demetindeki temel 1-form adı verilir.  1 U   

komşuluğunda dp  dış diferensiyeli i
idp dp dx   şeklindeki 2-formu belirtir. Bu sebeple  

1
2

C B
CBdp dx dx     

yazılırsa 

                                                        
0

0
( )

j
i

CB i
j


 


 



 
  
 

                                                  (3.8) 

eşitliği elde edilir. (3.8) matrisi regüler olduğundan BA A
CB C    olacak şekilde B A  ters matrisi 

vardır. B A  matrisi 

                                                            )
0

0
(

h
B A i

i
h





 




 
 

                                                 (3.9) 

biçimindedir (Yano and Ishihara 1973). 

Fonksiyonun dikey lifti 

nM  üzerinde : nf M R  fonksiyonu tanımlanmış ve  *: n nT M M   izdüşüm 

dönüşümü olmak üzere 

                                                                 v f f                                                             (3.10) 

fonksiyonuna f  fonksiyonunun  *
nT M  kotanjant demete dikey lifti adı verilir.   *

P nP T M  

olmak üzere  
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   v f P f P  

bulunur (Yano and Ishihara 1973). 

Kovektör alanının dikey lifti 

0
1 ( )nM  üzerindeki  A

B
BA    lokal bileşenlerine sahip ve koordinatlarla ifadesi 

i
idx   şeklindeki 1-form olup   1-formunun dikey lifti olan v  vektör alanı  *

nT M  

kotanjant demetinde indirgenmiş koordinatlara göre  

                                                                  
0v

i








 
 

                                                         (3.11) 

ile gösterlir (Yano and Ishihara 1973). 

Vektör alanının tam lifti 

nM  manifoldu üzerinde  0
1

nX M  vektör alanı verilmiş olsun.  *
nT M  kotanjant 

demetinde X  vektör alanının tam lifti olan   1 *
0

c
nX T M  vektör alanı indirgenmiş 

koordinatlara göre 

                                                          
h

c

i
i h

X
X

p X

 
 
   

                                                     (3.12) 

ile gösterilir (Yano and Ishihara 1973). 

Afinor alanının tam lifti  

nM  üzerinde  1
1

nF M  afinor alanı verilmiş olsun.  *
nT M  kotanjant demetinde F  

afinor alanının tam lifti olan   1 *
1

c
nF T M  afinor alanı indirgenmiş koordinatlara göre  

                                                 
0

( )

h

s s i
s i

c

h h i h

iF
F

p F F F


  

 
 
 

                                         (3.13)                   

ile gösterilir (Yano and Ishihara 1973). 

   operatörü 

nM  üzerinde tanımlı bir X  vektör alanı olmak üzere  *
nT M  kotanjant demeti 

üzerindeki X  fonksiyonu 
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                                                                  s
sX p X                                                         (3.14) 

ile ifade edilir.  

nM  üzerinde tanımlı bir F  afinor alanı olmak üzere  *
nT M  kotanjant demetinde 

  1 *
0 nF T M   vektör alanı indirgenmiş koordinatlara göre                                                                    

                                                            
0

s
s i

F
p F


 

  
 

                                                   (3.15) 

ile gösterilir (Yano and Ishihara 1973). 

 1
2 nT M  olmak üzere,  *

nT M  kotanjant demetinde   1 *
1 nT T M   afinor 

alanı indirgenmiş koordinatlara göre                                                                    

                                                            
0 0

0s
s j i

T
p T


 

  
 

                                                   (3.16) 

ile gösterilir (Yano and Ishihara 1973). 

Vektör alanının yatay lifti 

nM  diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde   simetrik afin konneksiyonu verilmiş 

olsun. Herhangi bir  0
1

nX M  için 

                                                         ( )H CX X X                                                    (3.17) 

ile tanımlanan   1 *
0

H
nX T M  vektör alanına, X  vektör alanının yatay lifti adı 

verilir. Burada sX  ’in s
i X  kovaryant türevi 

)( s s j s
i i j iX X X      

şeklinde yazılır (Yano and Ishihara 1973). 

X  ’in H X  yatay lifti,  *
nT M  kotanjant demeti üzerindeki indirgenmiş koordinatlara 

göre  

                                                            
i

j
j i

H
X

X
X

 
    

                                                    (3.18) 

ile gösterilir. Burada 

                                                                  s
j i s j ip                                                        (3.19) 
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biçimindedir. 

Afinor alanının yatay lifti 

1
1( )nF M  ’in  *

nT M  kotanjant demeti üzerindeki H F  yatay lifti  

                                                              [ ]H CF F F                                                     (3.20) 

ile ifade edilir. Burada [ ]F , keyfi 1
0, ( )nX Y M  vektör alanları için  

                                                [ ]( , ) ( ) ( )X YF X Y FY FX                                           (3.21) 

eşitliği ile tanımlı (1,2) tipli bir tensör alanıdır. F  ’in H F  yatay lifti,  *
nT M  kotanjant demeti 

üzerindeki indirgenmiş koordinatlara göre  

                                                
0i

i

h

H

s s
i s h hs i h

F
F

F F F

 
  
   




                                              (3.22) 

ile gösterilir (Yano and Ishihara 1973). 

Tensör Demet 

nM , C  sınıfından n boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve ( )p
qT X , nM  

manifoldunun X  noktasındaki ( , )p q  tipli tensör uzay olmak üzere 

( ) ( )
n

p p
q n q

X M

T M T X


   

ile tanımlanan ( )p
q nT M  kümesine tensör demet adı verilir 

nM  manifoldu üzerinde : ( )p
q n nT M M   tabii izdüşümü verilsin. nM  manifoldunun 

bir X  noktasının U  koordinat komşuluğundaki lokal koordinatları ,  1,...,jx j n  olarak verilir. 

nX M  noktasına karşılık gelen ( )p
q nT M  demetinin elemanı olan 1( )X U 


 noktasının 

lokal ifadesi 

1 1

1 1

... ...
... ...( , ) ( , ),  ,  1,...,p p

q q

i i i ij j j j p q
j j j jx t x x x t j n n n       

şeklindedir. Burada 1

1

...
...

p

q

i i

j jt , t  tensörünün j  tabii çatısına göre bileşenleridir. ( )p
q nT M  nin 

1( )U   koordinat komşuluğunda lokal koordinatlar olarak ( , )j jx x  ifadesini yazabiliriz. 
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nM  üzerindeki koordinat dönüşümü ( )j j jx x x   şeklinde olduğundan ( )p
q nT M  

demetinde karşılık gelen koordinat dönüşümü 

            
1 11 1

1 1 1 1

... ... ( ) ( )
... ... ( ) ( )

( ),

... ... ,p p q p

q p q q

j j j

i i i j i ii jj i j j
j j i i j j j j i j

x x x

x t A A A A t A A x

 

   
    

 


  
                             (3.23) 

şeklinde olur. Burada 1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( ) ... ... ,  ,  p q

p q

i j
i ji j i ji j

i j i i j j i ji j

x x
A A A A A A A A

x x


 

    

 
  

 
 olarak alınmıştır. 

1

1

...( )
( ) ...( , ),  1,..., ,  p

q

i ip q i
k k kJ j j J n n t t     olmak üzere, (3.23) denkleminin Jacobian matrisi 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
( )

j j

jJ j j
j

i i k i jJ j j
k j i j i j

j j

x x
Ax x x

t A A A Ax x x

x x

 



  
 

  
                      

                       (3.24) 

ile verilir. 

nM  manifoldu üzerinde C  sınıfından reel değerli fonksiyonların halkası ( )nF M  

olmak üzere, C  sınıfından ( , )p q  tipli tensör alanlarının ( )nF M  üzerindeki modülü ( )p
q nM  

ile gösterilir. 

Eğer ( )q
p nM   ise kontraksiyonla ( )p

q nT M  uzayında fonksiyon ı  ile ifade edilir. 

Öyle ki, ( )i
nU x M  koordinat komşuluğunda   nın lokal ifadesi 

1 1

1 1

...
... ... ...q p

p q

j j ii
i i j j dx dx         

şeklinde ise ı  nın 1( )U   koordinat komşuluğundaki ( , )j jx x  koordinatlara göre lokal ifadesi 

1 1

1 1

... ...
... ...

q p

p q

j j i i

i i j jı t   

biçiminde olur. 

Tensör alanların tensör demete dikey lifti ve   operatörü 

Yardımcı teorem 

, ( )p
q nX Y T M   olsun. Her ( )q

p nT M   için ( ) ( )X ı Y ı    ise X Y   olur. 

İspat: Eğer ( ) ( )( )Z ı X Y ı      olarak alınırsa 0Z   olduğunu göstermek yeterlidir. 

Z  nın 1( )U   koordinat komşuluğunda ( , )j jx x  koordinatlarına göre jZ  bileşenleri 
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1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

... ... ... ...
... ... ... ...

... ... ...
... ... ...

( ) ( ) ( )

         0

q p q p

p q p q

p q q

q p p

j j i i j j i ij j
j i i j j i i j jj

i i j j j jj j
j j j i i i i

Z ı Z t Z t

Z t Z

  

 

   

   

  

 
 

denklemini sağlar. ( )q
p nM   keyfi olarak alındığından dolayı, homojen lineer denklem 

sisteminden  

                                       1

1

...
... 0p

q

i ij
j jZ t  , 0jZ                                                

(3.25) 

olur. (3.25) nin ilk denkleminde eğer ( )p
q nT M  tensör demetinin tüm noktalarında 1

1

...
...

p

q

i i

j jt  nin tüm 

bileşenleri sıfır değilse Z  bileşenleri sürekli olmasından dolayı nM  baz manifoldu üzerinde 

0jZ   olur. Böylece 1( )U   un tüm noktalarında 0jZ   yazılır. (3.25) denkleminin ikincisi 

de dikkate alındığında 1( )U   komşuluğunda 0Z   bulunur. Böylece ( )p
q nT M  tensör 

demetinde 0Z   yazılır. 

( )p
q nA M  olsun. ( )q

p nM   olmak üzere 

                             ( ) ( ) ( ( ))V VA ı A A                                               (3.26) 

eşitliğini sağlayan 1
0 ( ( ))V p

q nA T M  vektör alanına A  vektör alanının ( )p
q nT M  tensör demette 

dikey lifti adı verilir (Ledger and Yano 1967). Burada ( ( ))V A  ifadesi ( ) ( )nA F M   

fonksiyonunun dikey liftidir. Diğer taraftan ( )nf F M  keyfi fonksiyonun V f f    dikey 

lifti 1( ) ( )p
qP T P    fibresi boyunca sabittir. 

V V k V k
k k

A A A     olarak yazılırsa, 1

1

...
...

p

q

l lk
k kx t  olmak üzere (3.26) ‘den 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ... ... ... ...
... ... ... ... ...

p q q q p

q p p p q

i i j j k k k k l lV k V k
j j k i i l l l l k kA t A A      

sonucu bulunur. 3.3.1.1. Yardımcı Teoremin ispatında kullanılan benzer yöntemle ( )p
q nT M  nin 

( , )j jx x  koordinatlarına göre V A  dikey liftinin bileşenleri 

                              
1

1

...
...

   0
p

q

V j
V

i iV j
j j

A
A

AA

  
          

                                                (3.27) 

şeklindedir. 

1
1( )nM   tensör alanının lokal koordinatlarla ifadesi 
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i j
j i

dx
x

  
 


 

şeklinde verilmiş olsun. ( )p
q nT M  tensör demette 1( )U   komşuluğunda ( , )j jx x  

koordinatlarına göre   vektör alanı 

                 

1

1

1

1

... ...
...

1

...
... ....

1

( ) , ( 1,  0)

( ) , ( 0,  1)

p

q

p

q

p
i m i i
j j m j

q
i i m
j m j j j

t p q
x

t p q
x









 

 





 
   


   

 




                                 (3.28) 

olarak tanımlanır (Cengiz and Salimov 2002). 

(3.24) ifadesinden,  , ( )p
q nT M  tensör demette dikey vektör alanıdır. Biz   yi 

1
1( )nM   afinorun  ( )p

q nT M  tensör demette dikey-vektör lifti olarak isimlendireceğiz.   

dikey-vektör liftinin lokal koordinatlarla ifadesi 

1

1

... ...
...

1

0

p

q

p
i m i i
j j mt 








 
    
 


 

                                               
1

1

...
... ....

1

0

p

q

q
i i m
j m j jt









 
   
 
 


                                     (3.29) 

şeklinde bulunur. 

Türevlerin tam liftleri 

nM  diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde tüm tensör modüllerinin direkt toplamını 

, 0
( ) ( )p

n q n
p q

M M




    biçiminde gösterelim. Aşağıdaki özellikleri sağlayan 

: ( ) ( )n nD M M    

dönüşümüne nM  manifoldu üzerinde türev operatörü adı verilir. 

a) ( ) , , ( ), ,p
q nD aS bT aDS bDT S T M a b R      , 

b) D  tensör alanının tipini korur. 

c) 1 2 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ), , ( )nD T T DT T T DT T T M       , 

d) ( ) ( ),D cT c DT c  kontraksiyon. 
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Tensör türevinin tanımından, nM  üzerindeki (1,1)  tipli ( )i
jI   birim tensör alanı için  

                                               0DI                                                            (3.30) 

dır. 

nM  manifoldunda D  operatörü için 

                                    , ( )nPf Df f M                                                   (3.31) 

olacak şekilde bir P  vektör alanı mevcuttur. 

Eğer nM  manifoldunun herhangi bir U  koordinat komşuluğunda 

                                           ( ) h
i i hD Q                                                       (3.32) 

şeklinde alınırsa (3.27) den ve ( )i i
j jdx    olmasından dolayı 

( )h h i
iD dx Q dx                                                   (3.33) 

sonucu elde edilir. 

( )q
p nM  modülünün   elemanı 1 1

1 1

...
... ... ...q p

p q

j j ii
i i j j dx dx         biçiminde ifade 

edilmiş olsun. (3.32) ve (3.33) denklemlerinden D  nın bileşenleri 

1 1 1

1 1 1

... ... ... ...
... ... ... ...

1 1
: ( )q q q

p p p

q p
j j j m j j jjm m

m i i i i m i m i iD p Q Q


 

   
 

                       (3.34) 

olarak bulunur. Burada mp , (3.31) ile verilen 1
0 ( )nP M  vektör alanının bileşenleri olur. 

( , )h h
ip Q  çiftine ise U  koordinat komşuluğunda D  türevinin bileşenleri denir (Yano and 

Ishihara 1973). 

nM  manifoldu üzerinde türev operatörü D  olmak üzere ( )q
p nM   için 3.2.1.1. 

Yardımcı Teorem’e göre  

                                      ( ) ( )C D ı ı D                                                       (3.35) 

olacak şekilde bir tek 1
0 ( ( )C p

q nD T M  vektör alanı vardır. C D  vektör alanına ( )p
q nT M  tensör 

demetinde D  nin tam lifti adı verilir (Ledger and Yano 1967). 

(3.34), (3.35) ve 3.3.1.1. Yardımcı Teorem’den C D  vektör alanının ( , )j jx x  koordinatlarına 

göre bileşenleri: 



 
 

27 

1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

p p

q q

j

C q p
i i i m i im
j m j j j j m

p

D
Q Q 


 

 
 

 
    
 
 

.                                 (3.36) 

şeklinde olur. 

nM  manifoldu üzerinde 1D  ve 2D  türevleri verilmiş olsun. (3.36) den 

 1 2 1 2, ,CC CD D D D     

bulunur (Cengiz and Salimov 2001). 

Lie türevinin tam lifti 

1
0 ( )nV M  olsun. ( )p

q nT M  tensör demette V  vektör alanının CV  tam liftinin 

bileşenleri 

1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

p p

q q

j
C j

C p q
i m i i ii mC j
j j m j m j j

V
V

V
t V t VV 


  

 
              

 
 

                           (3.37) 

şeklinde verilmiştir (Salimov 1994). 

VL , V  vektör alanına göre Lie türevi olsun. VL , 

, ( )V nL f Vf f F M    

  1
0, , , ( )V nL W V W V W M    

eşitliklerini sağlar. Burada  ,V W , V  ve W  vektör alanlarının Lie parantezidir. 

 , h i h i h
i iV W V W W V     olduğu göz önüne alınarak Lie türevi koordinatlarla  

                                                                ,h h
V iL V V                                                    (3.38) 

biçiminde yazılabilir. 

VL  nin tam lifti ise (3.35), (3.36) ve (3.38) dan  

                                            ( )C C
VL V  

Olarak elde edilir (Cengiz and Salimov 2001). 
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Kovaryant türevin tam lifti 

nM  manifoldu üzerinde   afin konneksiyonu ve V  vektör alanına göre V  kovaryant 

türevi tanımlanmış olsun. V  

V f Vf   

1
0, , ( ), , , ( )fV gW V W n nX f X g X f g F M V W X M          

şartlarını sağlayan bir tensör türevidir. V  kovaryant türevi nM  manifoldu üzerinde 

( , )h j h
V jiV V                                                      (3.39) 

şeklinde bileşenlerine sahiptir. (3.36) ve (3.39) kullanılarak ( )C
V  tam liftinin bileşenleri 

1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

( )
p p

q q

j

C q p
i i i m iV ij m j
j m j jj j j jm

V

t V t V 


  

 
       
 
 

                                   (3.40) 

olur. 

Şimdi nM  manifoldu üzerinde yeni bir 


 afin konneksiyonun 

 ( , ) ( , )X X X X YY Y S X Y Y Y X X Y         


 

                 ,Y X X Y                                                                                (3.41) 

denklemiyle verildiğini kabul edelim. Burada ( , )S X Y ,   afin konneksiyonun burulma 

tensörüdür. (3.41) dan  

h h
ji ij  


 

elde edilir. Burada h
ji


, 


 yeni afin konneksiyonun bileşenleridir. 

(3.29), (3.37) ve (3.40) ifadelerinden 

1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

0
( )

( ) ( )p p

q q

C C p q
i m i i iV i i j m m j
j j m jm j m j j jj

V
t V V t V V 

 
  

 
           
 
 

 

                   
1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

0

( ) ( )p p

q q

p q
i m i i ii i j m m j
j j m mj j m j j j jt V V t V V 
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1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

0

( ) ( )p p

q q

p q
i m i i ij m
j j m j m j jt V t V


  

 
      
 
 

   

                   ( ) ( )V V    
 

  

elde edilir. Böylece 

( ) ( ) ( )C C
V V V V      

 
                                        (3.42) 

olur. (3.42) denkleminde eğer 0V 


 olur ise  

                                      ( ) ( )C C C
V VV L    

bulunur. 

  simetrik afin konneksiyonu verilmiş olsun. Bu takdirde V V  


 dir. (3.42) dan  

                                  ( ) ( ) ( )C C
V V V V        

1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

                           

( )p p

q q

j

q p
i i i m iis m

sj j m j sm j j

V

V t t


  

 
      
 

 
 

                                             HV                                                                                       (3.43) 

eşitliği bulunur. Burada HV , ( )p
q nT M  tensör demette V  vektör alanının yatay liftidir (Salimov 

1994). 
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ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA 

Kotanjant Demet İzdüşümü ile Tanımlı Yarı Tensör Demet 

nM , C  sınıfından n -boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve  1*( ), ,n nT M M  ise 

nM  üzerinde kotanjant demet olsun. x  lar nM  deki baz koordinatları, x p
  lar ise *( )nT M  

kotanjant demetindeki fibre koordinatları olmak üzere  ( ) ,ix x x   notasyonu 

kullanılmaktadır. Burada , ,...i j  indisleri 1 den 2n  e; , ,...   indisleri 1 den n  e;  , ,...   

indisleri ise 1n   den 2n  e kadar değer alır. 

 ( ), ,p
n nqT M M , nM  üzerinde bir tensör demet (Gezer & Salimov 2008; Ledger & 

Yano 1967; Salimov 2013) ve *( )nT M  ise 1 (: * )n nM MT   izdüşümüyle (submersion) ile 

tanımlı kotanjant demet olsun (Yano & Ishihara 1973). 

 ( ), ,p
n nqT M M  tensör demetinin *( )nT M  kotanjant demeti üzerindeki 

 2( ), , *( )n n
p
qt TM M   yarı-tensör demeti (induced veya pull-back): 

             1( , :( ) , ) *( ) ( ) , *, ( ) ( )p p p
q q qx nxn n n nM x x x M M x x x x x M Mt T T T T               

ile tanımlıdır. Burada  2 ( , , ) ,x x x x x       ile 2 ): ( *( )n
p
q nMt T M   izdüşümü tanımlı 

olup        1( ) *(, ),n n
p

q x
M x xT x Tx x M     ise nM  nin bir x  noktasındaki tensör 

uzayıdır. Ayrıca 1

1

...
...

p

q
tx  
    , ,... 2 1,..., 2 p qn n n      lar ( )n

p
qT M  tensör demetinin fibre 

koordinatlarıdır (pull-back demeti bkz: (Husemoller 1994; Lawson & Michelsohn 1989; 

Salimov & Kadıoğlu 2000; Steenrod 1951; Yıldırım 2015; Yıldırım &  Salimov 2014). Ayrıca 

pull-back demetlerinin genelleşmiş hali Pontryagin demetleri olarak bilinir (Pontryagin 1947). 

' ' ''( ( ,) , )ix x x x   , ( )n
p
qt M  yarı-tensör demetindeki bir diğer lokal adapte olmuş koordinat 

sistemi olmak üzere 
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1 1 1 1

1 1 1 1

'
'

'

'... ' '... ' ... ...' ( ') ( )
'... ' ... '... ' ... ( ) ( ')

'

,

,

 

,p p q p

q p q q

x
x p

x

x x x

x t A A t A A x






   







     
         





 
  


  



                      (4.1) 

dönüşümü tanımlıdır (Yıldırım 2018b). 

(4.1) dönüşümünün jakobiyeni  

                      
' '

' '

''

( ) ( ') ( ) ( ') ( )
( ) ( ) ( ') ( ) ( ')

0

0 0
0

I
J

A p A

A A A

t A A A A

A 

    
  

  
  



  



 
 

   
  
 

,                                 (4.2) 

şeklindeki bileşenlerine sahiptir. Burada ( , , )I    , ( , , ),J     , ,... 1,..., 2= p qI J n n  , 

1

1

...( )
( ) ...

p

q
t t 
   , '

'x
A

x










, ' '
x

A
x



 





 , 
2

' ' ' '
x

A
x x


  







 

 ile tanımlıdır(Yıldırım 2018b). 

(4.2) de belirtilen matris için 
'( ) 0Det A

  , '( ) 0Det A
  , ( ') ( )

( ) ( ')( ) 0Det A A 
    

olduğundan  dır. 

Ayrıca dim ( ) 2p
q

p q
nM nt n   olmaktadır. 

   

 

2

1

*p
q n n

id

p
q n n

t M T M

t M M








 



       

     

2* *

*

p
n q n nX

p
n q n nX

T M T M T M

T M T M M











 



 

 

2

( , , ) ,

( , , )

x x x x x

x x x x


    

   





 



 

 *( )nF T M  ve  nF M , *( )nT M  ve nM  üzerindeki C


 sınıfından reel değerli 

fonksiyonların belirttiği halka olmak üzere, *( )nT M  ve nM  üzerindeki  ,p q  tipli tüm tensör 

alanlarının  *( )nF T M  ve  nF M  üzerindeki modülü sırasıyla ( *( ))q n
p T M  ve ( )p

q nM  ile 

gösterilir (Yıldırım 2018b). 

0DetA 
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Tensör alanlarının dikey liftleri ve   operatörü 

( *( ))p
q nA T M  olmak üzere vv A  vektör alanı 

                                                  
1

1

...
...

0
0

p

q

vv

vv vv

vv

A

A A

AA
 
 







  
  
   
        

,                                                      (4.3) 

şeklindeki bileşenlere sahiptir. (4.2) ve (4.3)’den  'vv vvA AA  olduğu gösterilebilir. 

1
0 ( ( ))n

vv p
qA t M  vektör alanı ( *( ))p

q nA T M  nın ( )n
p
qt M  yarı-tensör demetine dikey lifti 

denir. 

1
1( )nM  olmak üzere 1( )U  daki  vektör alanı ( )n

p
qt M  üzerindeki ( , , )x x x    

koordinatlarına göre 

                      
 

  

1

1

1

1

... ...
...

...
... .

1
..

1
      

     

, 1, 0

, , 1 0

p

q

p

q

p

q

t p q
x

t p q
x





  
 

 




 

 



 



 

 





  
   

 









 
   

 




                                  (4.4) 

bileşenlerine sahiptir. (4.2) den  ve   vektör alanlarının her bir 1( ) ( )p
q nU t M    da dikey 

vektör alanları tanımlar.  (veya  ), 1
1( )nM  tensör alanının ( )n

p
qt M  yarı-tensör demetine 

dikey-vektör lifti olarak adlandırılır (Yıldırım 2018b). 

Keyfi 1
1( )nM  için, (4.2) ve (4.4) ‘den,    ' A   olduğu gösterilebilir. Burada  

vektör alanı 

                                     
1

1

... ...
.

1
..

0
0

p

q

I

p

t    



 

 




 
 
 
  
 
 
 
 


                                                 (4.5) 

ile tanımlıdır. 1
1( )nM  olmak üzere   
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1

1

...
... ...

1

0
0 ,

p

q

I

q

t


 
  






 




 
 
 
  
 
 
 
 


                                                (4.6) 

bileşenlerine sahiptir. (4.2) kullanılarak    ' A   olduğu gösterilebilir.  

Keyfi 1
1 ( * ( ))nT M    için,   vektör alanı ( , , )x x x    koordinatlarına göre 

                                          0
0

p F 
 



 
 

  









,                                                        (4.7) 

bileşenlerine sahiptir. (4.2) kullanılarak ( ) ' ( )A   olduğu gösterilebilir (Yıldırım 2018b). 

Vektör alanlarının tam lifti  

1
0 ( ( ))* nT MX  , ( )X X x 

   olmak üzere X  vektör alanının kotanjant demete 

c X  tam lifti 

( )c pX X X 
 

      

ile tanımlıdır (Yano & Ishihara 1973). 

Keyfi 1
0 ( ( ))* nT MX   için, cc X  vektör alanı ( , , )x x x    koordinatlarına göre 

                      

1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

( )

,

p p

q q

cc

cc cc

p qcc

XX

X X X

X t X

p

Xt










    
   















 

 
   
  
   
        


 





 

                                    (4.8) 

bileşenlerine sahiptir. (4.2)’den ' ( )cc ccAX X  olduğu gösterilebilir. cc X  vektör alanına 

1
0 )*( ( )n

c T MX   vektör alanının ( )n
p
qt M  e tam lifti denir (Yıldırım 2018b). 
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Vektör alanlarının yatay lifti 

Keyfi 1
0( ( ))* nT MX  , ( )X X x 

   için 1
0 ( ( ))HH

n
p
qX t M  vektör alanı 

( , , )x x x    koordinatlarına göre 

                                 

1 1

1 1

... ... ...
... .. ...

1 1
. )( p p

q q

HH

q p
l

l l

X

X X

X t t


    
   







 

 


 

 
 
 
 
 
   
 

 

,                                       (4.9) 

bileşenlerine sahiptir. (4.2)’den  'HH HHX XA  olduğu gösterilebilir. HH X  vektör alanına X  

vektör alanının ( )n
p
qt M  e yatay lifti denir. Burada 

p


     

ile tanımlıdır (Yıldırım 2018b). 

1
1( )nM  olmak üzere ( )n

p
qt M  yarı-tensör demeti üzerindeki  1

0 ( ( ))n
p

qt M   vektör 

alanı ( , , )x x x    koordinatlarına göre 

 

                                   
1

1

...
... ...

1

0
0 ,

p

q

I

q

t


 
  






 




 
 
 
  
 
 
 
 


                                                (4.10) 

bileşenlerine sahiptir. (4.2) kullanılarak    ' A   olduğu gösterilebilir. Burada 



  ile   

nin lokal bileşenleri gösterilmiştir. 

Teorem 4.1.3.1. 1
0 ))( * ( nX T M  olmak üzere 

ˆ ˆ( ) ( ) ( )cc HHX X X X X         , 
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eşitliği bulunmaktadır. Burada ̂ simetrik afin konneksiyonu  
    ile tanımlıdır (Yıldırım 

2018b). 

İspat. (4.5), (4.6), (4.7), (4.8) ve (4.9)’dan 

1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ..

1 1
. .

1 1
. .

)(

)(p p p p

q q q q

cc HH

p q q p
l

l l

X X

X X X X

t X t X

p p

X t t 

 

  
 

 

  
  

 

 

         
      


   

   

   
    
   
     
   
        




 



    

 

            

1 1

1 1

... ... ...
... .

1 1
.. ...

(

( ( )

)
0

)p p

q q

p q
l l

l l

Xp p

X

X

t X X t X 

 

  
 

   



   
  




     

 





 
    
 
 
    
 

  

 

            

   

 

1 1

1 1

... ... ...
... ..

1
.

1
. . .

0 0
0 0 0

0
p p

q q

p q
l l

l l

X X

t X X

p

XXt 

 



    
 

  
 

   
  

 
   

 

  
      
    
     
               




   

 

            









1 1

1 1

.

1 1
ˆ

.. ... ...

ˆ

... ... ...

0 0

( ( )

0 0 0
0

)p p

q q

X

p q
l l

l l

X X

X X

t X X t X

p

X









 
 

  
 

  



    
    

 
  



 
 

            

  

                                     

 















 

           

   

 

1 1

1 1

... ... ...
... ... ..

1 1
.

0 0
0 0 0

0ˆ ˆp p

q q

p q

X

t X t X

p








 

 
 



    
    

 

  
    
    
      
               




 

 

                  ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )X X X X X X




  
                   , 

bulunur (Yıldırım 2018b). 
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Yarı-tensör demette kesitler 

( )p
q nM  , nM  manifoldu üzerinde bir ( , )p q  tipli tensör alanı olmak üzere, xx   

dönüşümü ( x ; ( )* nx T M  noktasındaki   değerini belirtir) yarı-tensör demetin   kesitini 

tanımlar. ( ): p
n q nTM M   ile  ( ), ,p

q n nT M M  tensör demetinin kesiti tanımlanmak üzere 


 nMI    eşitliği elde edilir.  2( ), ( )*,n n

p
qt M T M  yarı-tensör demetinin 

) ( ): *( p
q nnT tM M   kesiti: 

          1

11
...
..., , , , , , , , p

q
x x x x x x x x x x x x        


   

         

ile tanımlıdır (Isham 1999; Husemoller 1994; Lawson & Michelsohn 1989; Yano & Ishihara 

1973). 

  tensör alanı  1

1

...
...

p

q
x  

   bileşenlerine sahip olmak üzere ( , , )Bx x x x    

koordinatlarına göre  )*( nT M  kesiti  

                                        
 

 1

1

...
...

,

,

,p

q

x p

x x

x x

x


  
 




 











 




                                                 (4.11) 

ile tanımlıdır (Yıldırım 2018b). x p
  lar değişkenler olarak alınırsa, x p

  ların (4.11)’a 

göre diferensiyeli alınarak bileşenleri 

 
1

1

...
...

p

q

B
Bx

x x
x

B



 





  










 


 
 
   


 




, 

şeklinde olan  B


, ( 1, ..., )n   vektör alanları elde edilir. 

Buradaki  B


 vektör alanları  )*( nT M  kesitine teğettir. ( )n
p
qt M  yarı-tensör 

demetinde ( , , )x x x    koordinatlarına göre  B


 nin bileşenleri, 
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    : 0
0

BB B
 


 

 
  
 
 

, 

biçimindedir. Burada 

x
A

x


 
    




 

eşitliği elde edilmektedir. 

 0
1 nM , dx

   olmak üzere B  vektör alanının ( )p
q nt M  yarı-tensör 

demetinde ( , , )x x x    koordinatlarına göre bileşenleri 

                                                            0
0

: BB B






 
 
 

  
 
 

,                                               (4.12) 

ile tanımlıdır (Yıldırım 2018b).  

 1

1

...
...

,

,

,

p

q

p sabit

sab

x

x i

x x

tx



 





 


 

 











 

olmak üzere; x  ları değişkenler olarak kabul edersek (4.11)’a göre x  ların diferensiyeli 

alınarak bileşenleri 

 
1

1

...
...

p

q

B
Bx

x x
x

C

 

 

 
  


 



 
 
   
 
 
 




 




, 

şeklinde olan  C  , ( 1,...,2 )n n    vektör alanları elde edilir. Burada  C   vektör alanları 

 *( )nT M  kesitine teğettir. ( )p
q nt M  yarı-tensör demetinde ( , , )x x x    koordinatlarına 

göre  C   nın bileşenleri, 
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1

1

...
...

:
p

q

BC C 

 




 
  







 
 
 
 
 
 





, 

biçimindedir. Burada 

x
A

x


 
    




 

eşitliği geçerlidir. 

 0
1 *( )nTX M  olmak üzere CX  vektör alanının ( )p

q nt M  yarı-tensör demetinde 

( , , )x x x    koordinatlarına göre bileşenleri 

                                               
1

1

...
...

:
p

q

B

X

CX C X X

X

 

 
  



 






 
 
 
 
 
 





,                                      (4.13) 

ile tanımlıdır (Yıldırım 2018b).  

 1

1

...
...

,

,

,p

q

p sabit

sabi

x

x x

x x

t



  




 





 














 

olmak üzere, 1

1

...
...

p

q
t 
   lar değişkenler olarak kabul edilip 1

1

...
...

p

q
x t 

 
   e göre diferensiyeli 

alındığında bileşenleri 

              
1 11
1 11

...
...

:

... . .

0
0

.q p
p

q p
q

B BE E x

t

x
   




  


    

  





   
   
     
   

 


    
 

   

                                 

şeklinde olan  E


 ( 1,..., 22 )p qn n n     vektör alanları elde edilir.  E


 vektör alanları 

( )n
p

qT M  tensör demetinin fibresine teğet olup burada  , Kronecker sembolüdür: 
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1
1

1 1

x

x



  




. 

 , nM  üzerinde ( , )p q  tipli   

1 1

1 1

...
... ... ...p q

q p
dx dx  

           

ile tanımlı bir tensör alanı olmak üzere ( )n
p

qT M  tensör demetinin fibresine teğet olan E  vektör 

alanı 

                                      
1

1

1

1

...
...

...
...

0
0: p

q

p

q

BE E  
 

 






 




 
 
 
 















,                                          (4.14)                   

ile tanımlıdır (Yıldırım 2018b). 

Teorem 4.1.4.1. 0
1, ( )nM    olmak üzere  

 , 0B B    

eşitliği geçerlidir. (Yıldırım 2018b). 

İspat. Keyfi 0
1, ( )nM   kovektör alanları için  , ,x x x    koordinatlarına göre 

( )p
q nt M  üzerinde tanımlı  ,B B   ’nin bileşenleri 

 
 

 

,

,

,

B B

B B

B B







 

 

 

 
 
 
 
 
 

 olmak üzere 

                        , J I J I J
I IB B          

                                J J J J J J     
   

                          

                                         J J
            

olarak yazılır. Burada (4.12) ifadesi kullanılarak, J   için  

                                              ,B B
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                                                               0  

J   için 

 ,B B
  

            

                                                                    0  

J   için 

 ,B B
  

            

                                                                    0  

bulunur. Böylece  , 0B B    eşitliği ispatlanmış olur. 

Teorem 4.1.4.2. X , *( )nT M  üzerinde bir vektör alanı olmak üzere, ( *( ))nT M  

kesiti boyunca 

( ) ( )cc
x XX B L CX E L      , 

eşitliği geçerlidir. Burada   ya göre X  in Lie türevlemesi xL   ile, X  e göre   nin Lie 

türevlemesi ise xL   ile gösterilmiştir (Yıldırım 2018b). 

İspat. (4.8), (4.12), (4.13) ve (4.14) ifadeleri kullanılarak,  

1

1

...
...

( ) ( ) 0
0 P

q

X X

XX X

B L CX E L X

X

 
    



 
  

 

 



    
  

        
       

                               

                                                     

1 1 1

1 1 1

... ... ... ...
... ... ... ...

1 1

0
0

P P P

q q q

p p

X X X 
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1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

( )

P P

q q

p p

X

X

X X 




 



    
      

 



 
 

 
  
 
 
 
     
 
 

 

                                          cc X  

bulunur. 

( ) ( )
C E

 
  eşitliği var olup ( *( ))nT M  kesiti boyunca adapte olunmuş çatı

 ( )( ) ( )
, ,B C C 

 üçlüsü ile gösterilecektir. ( *( ))nT M  kesiti boyunca  adapte olunmuş 

 ( )( ) ( )
, ,B C C 

 çatısının belirtmiş olduğu matris 

                
1 1 1

1 1 1

...
... ... . .

0
0

0 .

0
p q p

q q p

A
BA A

 

   
     







 


 


   

  
  
 
  

,                     (4.15) 

şeklinde olup, burada A  matrisi singüler değildir. Regüler (tersinir) olan A  matrisinin  1( )A 

ters matrisi 

   
1 1 1

1 1 1

...

1

..

1

. ..

0
0 0

0 . ...p q p

q q q

B
CA A







 
 

 

   
    

 


   



  
  
 
  

                   (4.16)  

bileşenlerine sahiptir. Dolayısıyla burada  

   1 1( ) ( )( )
A B A
B C CA A A A I      

eşitliği geçerli olup  , ,A    ,  , ,B    ,  , ,C     ile tanımlıdır (Yıldırım 2018b). 

İspat. (4.15) ve (4.16) ifadeleri kullanılarak, 

     
1 11 1 1 1

1 1 1 1 1 1

... .

11

..
... ...

0 0
( 0 0 0 0

0 0

)

... ... ... ...p q p p q p

q q p q q q

A B
B CA A A A
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1 1 1

1 1 1

... ...
... ...

0 0 0
0 0 0 0

0.. 00 .p p q

q q q

A
C I

 
 

 
 




   

    
      

   
  

  

        
     
         

 . 

eşitliği bulunur.  

Teorem 4.1.4.2’den, nM  üzerinde 1
0( *( ))nX T M  vektör alanının cc X  tam liftinin

 *( )nT M  kesiti boyunca      , ,B C C 

 
 
 

 adapte olunmuş çatısına göre bileşenleri   

:
X

cc

X

L

X X

L





 
 
 
  

, 

ile tanımlanır. 

Keyfi ( *( ))p
q nA T M  tensör alanı için (4.3) ve (4.15) ifadeleri dikkate alınırsa 

' ( )vv vvA A A  olduğu görülür. Burada 1
0( ( ))vv p

q nA t M  vektör alanı,      , ,B C C 

 
 
 

 adapte 

olmuş çatısında  *( )nT M  kesiti boyunca, 

1

1

...
...

0
0

p

q

vv

vv

vv

vv

A

A A

AA








 


  
  
   
        

 

bileşenlerine sahiptir (Yıldırım 2018b). 

B , CX  ve E ; *( )nT M  deki  *( )nT M  kesiti boyunca      , ,B C C 

 
 
 

 adapte 

olunmuş çatısına göre sırasıyla 

0
0

B



 
   
 
 

, 

0

0
CX X 

 
 

  
 
 

, 
1

1

...
...

0
0

p

q

E
 
 





 
 
 
 
 
 

 

bileşenlerine sahiptir. Burada  ; ( , )p q  tipli bir tensör alanıdır (Yıldırım 2018b). 
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Keyfi 1
1( )nM  için   vektör alanı ( , , )x x x    koordinatlarına göre 

                                  
1

1

... ..
.

1

.
..

0

p

q

I

p

p

t 


 




 
 






 




 
  
  
 
 
 
 


                                              (4.17) 

bileşenlerine sahiptir. Burada ( ) ' ( )A   olduğu (4.2) yardımıyla kolaylıkla ispatlanabilir. 
Burada 

  ler   afinor alanının lokal koordinatlarıdır. 

( )n
p
qt M  yarı tensör demetinde 0

0 ( )nf M  fonksiyonunun  vv f  dikey lifti (Yıldırım 

2017b):  

                                         2 1 2
vv vf f f f                                               (4.18) 

ile tanımlıdır. 

Teorem 4.1.4.3. * ( )nT M  üzerinde tanımlı X  vektör alanı ile 0
0 ( )nf M  için             

)(H vv vvH X f Xf  

eşitliği geçerlidir. 

İspat. 1 *
0( ( ))nX T M  vektör alanı olmak üzere (4.3), (4.9) ve (4.18) ifadeleri 

kullanılarak 

)(vv vvHH HH I
IX Xf f   

0 0

( () ( ) )vv vHH HH HH H vHv vv vX X Xf f f fX  
 

     
 

               vvX f
   

              ( )vv Xf  

bulunur. 

Teorem 4.1.4.4. 1 *
0( ( ))nX T M  vektör alanı olmak üzere Lie çarpımı kullanılarak keyfi 

( )p
q nA M  tensör alanı için  

 [ ],HH vv vv
XX A A   

eşitliği geçerlidir. 
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İspat. Keyfi 1 *
0( ( ))nX T M  ve ( )p

q nA M  için ( , , )x x x    koordinatlarına göre 

( )n
p
qt M  üzerinde tanımlı [ ],HH vv JX A  vektör alanının bileşenleri 

[ ]
[

]

,
,

[ ,

]

HH vv

HH vv

HH vv

X A

X A

X A







 
 
 
  
 

 olmak üzere (4.3) 

ve (4.9) ’dan  

, ( ( ([ ] ( ) ) ))HH vv J HH vI Jv vv HHI J
I IX A X A A X    

                        ( () ) )(HH vv HH vJ v J HH vv JX A X A X A
  

 
        

                       
0 0

) ( ) ) ( ) ) (( )( (vv HH vv HH vv HHJ J JA X A X A X  
 

        

                      )( ( )JHH vv HH vv JX A X A
 

    

                         ( () ) ( )HH vv vv HJ JHX A A X
 

 
     

elde edilir. Burada (4.3) ve (4.9) kullanılarak, J   için 

   
0 0

[ ] ) ), ( (HH vv HH vv HH vvX A X A X A  


      

                        
...1
...1

0

) ) ( )( (
p

q

HH vv vv

pA

HH

X

X A A X
 






 

  
 



       

                    


1

1

...
...

0

p

q
A p X  


 
  

                                                                                                                    

                    0  

bulunur. J   için  

   
0 0

, ( ([ ] ) )HH vv HH vv HH vvX A X A X A
 


 

      

                         
...1
...1

0

) )( ( )(
p

q

bXA

HH vv vv HHX A A X
 
 

   
 

        

                   


1

1

..
...

0

. p

q
A X 



                 

                   0  
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bulunur. J   için  

   
... ...1 1
... ...1 1

0

, ( ([ ] ) )
p p

q q

HH vv HH vv HH

A

vv

A

X A X A X A
   
   

 


  

    



 

                         
... ...1 1
... ...1 1

0

) ) ( )( (
p p

q q

HH

A A

vv vv HHX A A X
   
   

 





    



 

                    
... ...1 1
... ...1 1

( () ) ( )
p p

q q

HH vv v HH

A

v

A

X A A X
   
   

 
 

                            

                   1 1 1

1 1 1

... ... ...1 1
... ...1 1

... ... ... ...
... ...

1
...

p p p

q q q

p q

p q

p

A A

X A X A t

    
   

      
     

 
  



    
 

                        1 1

1 1

... ...1 1
... ... ...1 1

... ...
... ... .

1
. .

p p

q q

p q

p q

q

A A

X A t

   
    



 
 

   
   






  
 

                    1 1 1

1 1 1

... ... ... ...
... ...

1 1
... ...

p p p

q q q

p q

X A X A X A



   
  

      
       

  

        

                    
1 1 1

1 1 1

... ... ... ...
... ... ..

1
. ...

1
( )p p p

q q q

p q

X A A A



  


     
         

  

      

                   1

1

...

...( ) p

qX A  
    

bulunur. ( , , )x x x    koordinatlarına göre ( )n
p
qt M  yarı tensör demeti üzerindeki X A nın 

 vv
X A  dikey lifti  

 
1

1

...

...

0
0

( ) p

q

vv
X

X

A

A  
 

 
 
 
 








 

bileşenlerine sahip olup  [ ],HH vv vv
XX A A   gösterilmiş olur. 

 nın eğrilik tensörü 1
3( )nR M  ile gösterilmek üzere 1

1( , ) ( )nR X Y M , (1,1)  tipli tensör 

alanı  1
0, , ( )nX Y Z M  için 

   ,( , ) ,X Y X YR X Y Z Z Z     
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ile tanımlıdır.  

(4.9)’dan Teorem 4.1.4.5 elde edilir. 

Teorem 4.1.4.5. 1 *
0, ( ( ))nX Y T M  vektör alanları olmak üzere Lie çarpımı kullanılarak 

   , , ([ ] , )HH HH HHX Y X Y R X Y    

eşitliği elde edilir. 

İspat. Keyfi 1 *
0, ( ( ))nX Y T M  için ( , , )x x x    koordinatlarına göre ( )n

p
qt M  üzerinde 

tanımlı [ ],HH HH JX Y  vektör alanının bileşenleri 
[ ]
[

]

,
,

[ ,

]

HH HH

HH HH

HH HH

X Y

X Y

X Y







 
 
 
  
 

 olmak üzere (4.9)’dan 

                                    , ( ( ([ ] ( ) ) ))HH HH J HH HI JH HH HHI J
I IX Y X Y Y X    

yazılır. Burada (4.9) kullanılarak J   için 

[ ] ( ) ) ), ( ( ( )HH HH HH HH HH HHI I
I IX Y X Y Y X      

                     1

1

...
... ..

1
.

p

q

H
q

HH H HHp X Y X Y t X Y



 
 

      
      






         

                        1

1

...
... ..

1
.

p

q

H
q

HH H HHp Y X Y X t Y X



 
 

      
      






         

                       
1

1

...
.

1
.

0

. ...
p

q

q

p X p Y X pY t X p Y






 
 

         
               







            

                          p Y p X Y p X



      
         



        

                        


1

1
1

...
... ...

0

p

q

q

t Y p X



   
    



 
  



     

                    ( )p X Y X p Y      
               

                        ( )p Y X Y p X      
               

                    ( )p X Y p X Y p X Y         
                      

                        ( )p X Y p Y X p Y X         
                      

                    
[ , ]

[ ( ( ) ( )) ]
X Y

p X Y Y X
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( ( , ))

[ ( )]
R X Y

p X Y



       
                        

 

                    [ , ] ( ( , ))p X Y p R X Y  
        

bulunur. J   için 

[ ] ( ) ) ), ( ( ( )HH HH HH HH HH HHI I
I IX Y X Y Y X     

                     

0 0

( ) ) ( ) ) ( ) )( ( (HH HH HH HH HH HH

Y Y

X Y X Y X Y
 

   
 

 
     
 

 

                        

0 0

( ( ) ( ( )) ( ( )) )HH HH HH HH HH HH

X X

Y X Y X Y X
 

  


 


      
 

 

                    ( ) ) )( ( ( )HH HH HH HHX Y Y X 
 

     

                    X Y Y X 
 

     

                    [ ],X Y   

bulunur. J   için 

, ] ) ( )[ (HH HH HH HH HH HI I
I

H
IX Y X Y Y X       

                     
0

HH HH HH HH HH HHX Y X Y X Y     
 

       

                         
0

HH HH HH HH HH HHY X Y X Y X     
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1 1
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1
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p p

q q

p
HH HH HH

q
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p p

q q
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Y X t Y X t Y X
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1 1
.

p p p p

q q q q

q p p p
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p p p

q q q

q q q
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q q q

p p p

Y t X t Y t X  
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1
.. . .

1
.

p p

q q
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q q

q q

X t Y t X Y
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.
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p p
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1
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1
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t X Y t X Y
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1
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1 1
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q q

p q

X YX Y

t X Y Y X t X Y Y X
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                         1

1
1

( ( , ))

...
... ... ( )p

q

q

R X Y

t X Y
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1 1
1 1

... ... ...
... ... ...[ , ] [ , ]p p

q q

p q

t X Y t X Y
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t R X Y t R X Y
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( ( , )) ( ( , ))p p

q q
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t R X Y t R X Y



 


    
     

  

    

bulunur. (4.9), (4.10) ve (4.17) ifadeleri kullanılarak ( , , )x x x    koordinatlarına göre ( )n
p
qt M  

yarı tensör demeti üzerindeki    , ( , )HH X Y R X Y    vektör alanı  

      , ( , ) , ( , ) ( , )HH HHX Y R X Y X Y R X Y R X Y         

1 11 1
1 11 1

... ... ...... ... ...
... ... ...... ... ...

1 11 1
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, 0 0
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p pp p

q qq q
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p X Y p R X Y

X Y

t R X Y tX Y t t 
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1 1 1 1

1 1 1 1
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1 1 1 1
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q q q q

q p p q

p X Y p R X Y

X Y

X Y t t t R X Y t R X Y 

 

  
    



   
   

         
          

      

 
   
 
 
  

         
   

 

bileşenlerine sahiptir. Böylece Teorem 4.1.4.5 ispatlanmış olur. 
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SONUÇ 

(1) Yüksek Lisans tezi olarak sunulan bu çalışmada ilk olarak, M manifoldu üzerinde tanımlı 

T*M kotanjant demetin izdüşümü kullanılarak, (p,q) tipli tM yarı-tensör demeti tanımlandı 

ve bu yarı-tensör demetinin özel sınıfındaki vektör alanlarının yatay liftleri incelendi. 

(2) Kotanjant demet izdüşümüyle tanımlanan yarı tensör demette alınan keyfi bir vektör alanı 

için            

)(H vv vvH X f Xf  

olduğu ispatlandı. 

(3) Kotanjant demet izdüşümüyle tanımlanan yarı tensör demette alınan bir vektör alanı için 

Lie parantezi kullanılarak keyfi ( )p
q nA M  tensör alanı için  

 [ ],HH vv vv
XX A A   

     olduğu doğrulandı. 

(4) Kotanjant demet izdüşümüyle tanımlanan yarı tensör demette alınan iki keyfi vektör alanı 

için Lie parantezi kullanılarak 

   , , ([ ] , )HH HH HHX Y X Y R X Y  
 

eşitliği elde edildi.  

(5) T*M kotanjant demet izdüşümü kullanılarak elde edilen (p,q) tipli tM yarı-tensör demette 

bir kesit üzerinde (1,0) tipli tensör alanlarının bazı liftleri ve bu liftler arasındaki geometrik 

ilişkiler incelendi. 
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