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TUBITAK

ONSOz

Yari-tanjant demet, tanjant demetten farkli olup bir pull-back demeti tanimlar. Yapilan
bu galisma ile pull-back demetlerde izdugumlu lineer konneksiyonlarin tam ve yatay
liftleri ayrintih olarak analiz edilip, konneksiyon katsayilari hesaplanip ve elde edilen
bulgular ile yari-tanjant demette izdlistimlua lineer konneksiyonlarin gesitli lift problemleri

ele alinmigtir.

Projedeki yari-tanjant demette izdistimlu lineer konneksiyonlarin tam ve yatay liftlerinin
arastirilmis olmasi daha sonra incelenecek olan yari-demet teorisinde simdiye kadar

¢6zllmemis bazi problemlerin ¢oziiminde biylk mesafe alinmasini saglamistir.

Projede, yari-tanjant demetindeki izdusumla lineer konneksiyonlarin tam ve yatay liftleri
bulunarak yari-kotanjant demetteki izdisimli lineer konneksiyonlarin tam ve yatay
liftleri arasindaki iliskinin incelenmesine 6nemli katki saglamistir. Ayrica yari-tanjant
demetlerin Glzel Kare (Good Square) doénusimine somut bir 6rnek oldugu

gOsterimigtir.

Tanjant demette yer alan metrikler non-dejenere (reguler) metriklerdir. Yari-tanjant
demetteki metriklerin ise dejenere (singller) metrik oldugu gérulmustir. Fizik alaninda
ve diferensiyel geometride dejenere metrikler énemli bir dneme sahip olup bu
metriklerle ¢cok sayida calismalar yapiimaktadir. Dolayisiyla elde edilen yeni dejenere

metrikler ile gelecekte ¢ok sayida calismalar yapilacaktir.

Bu calisma TUBITAK'n MFAGa bagli 118F176 numarali projesi tarafindan
desteklenmistir. Vermis olduklari destek ve tesvikten dolayi TUBITAK'a sonsuz

tesekkdrlerimi sunarim.
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OzZET

Bu projede tM Yari-tanjant demette izdlisumli lineer konneksiyonlarin tam ve yatay
liftlerini tanimlanmistir. Ayrica bu calismada izdistimlu lineer konneksiyonlarin tam ve
yatay liftleri ile ilgili cesitli 6zellikler incelenmistir. Bu projede infinitesimal lineer
doénusumlere bakiimis olup tM Yari-tanjant demette (0,2) tipli tensor alanlarinin dikey,
tam ve yatay liftleri ile bunlara ait cesitli geometrik 6zellikler incelenmistir. Ayrica bu
proje ile guizel kare donusumlerine yeni bir drnek sunulmustur.

Proje ile ilgili olarak, kuramsal temel, genel metotlar ve arastirma teknikleri olarak
asagidakiler kullaniimigtir:

1. Tanjant ve yari-tanjant demet geometrisi (Kuramsal temel-Tanjant ve yari-tanjant
demetler ve bu demetlerdeki liftler ile ¢esitli operatorler)

2. Klasik tensor analizi (indislerin yani lokal koordinatlarin kullanimi)

3. Kovaryant diferensiyelleme formalizmi (global inceleme teknigi).

Proje sonucu 1 makale uluslararasi hakemli dergilere yayinlanmistir. 7 uluslararasi
bildiri sunulmustur. Proje konulari 1 doktora tezi ve 1 yiksek lisans tezi egliginde
tamamlanmistir. Ayrica 1 makale uluslararasi indeksli dergilerde ve 2 makale ise
uluslararasi hakemli dergilere yayinlamak Uzere génderilmistir. Lisansisti ingilizce

yayin olacak Yari-demet teorisi kitabim icin 6nemli bir icerik elde edilmigtir.

2020, 145 sayfa

Anahtar Kelimeler: Tam lift, Kotanjant demet, Dejenere metrik, Yatay lift, pull-back

demet, izdiisiimlii lineer konneksiyon, Yari-tanjant demet, Vektér alani.
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ABSTRACT

In this project, complete and horizontal lifts of projected linear connections in tM semi-
tangent bundle are defined. In addition, in this study, various properties related to
complete and horizontal lifts of projectable linear connections are investigated.

In this project, infinitesimal linear transformations have been examined and vertical,
complete and horizontal lifts of tensor fields of type (0,2) in tM semi-tangent bundle and
various geometric properties of them are investigated.

In addition, a new example of beautiful square transformations has been presented
with this project.

In relation to the project, the following are used as theoretical basis, general methods
and research techniques:

1. Tangent and semi-tangent bundle geometry (Theoretical basis-Tangent and semi-
tangent bundles and lifts in these bundles and various operators)

2. Classical tensor analysis (the use of indices, ie. local coordinates)

3. Covariant differentiation formalism (global review technique).

The result of the project was 1 article published in international peer-reviewed journal.
7 international papers were presented. Project topics were completed with 1 doctorate
thesis and 1 master thesis. In addition, 1 article was submitted to internationally
indexed journal and 2 articles to international peer-reviewed journals. Significant
content was obtained for my Semi-bundle theory book, which will be a postgraduate
English publication.

2020, 145 pages

Keywords: Complete lift, Cotangent bundle, Degenerate metric, Horizontal lift, Pull-

back bundle, Projectable linear connection, Semi-tangent bundle, Vector field.

Vi



1. GIRIS

Diferensiyel geometri geometrik problemleri, diferensiyel ve integral hesaplama
tekniklerini kullanarak ¢ozimlemeye calisan matematigin bir alt disiplinidir. XVII.
ylzyilda ortaya cikan ve glncelligini koruyan Diferensiyel geometrinin esas konusu,
egrilerin ve Oklid uzayinda ylizeylerin incelenmesi olmustur.

Diferensiyel Geometri’lde dnemli bir yere sahip olan tens6r kavrami glincel anlamda ilk
olarak aslinda bir fizik¢i olan Woldemar Voigt tarafindan 1898’de kullanildi. Tensor
hesaplamalari 1890’ yillarda kisaca Ricci olarak alinan Gregorio Ricci-Curbastro
tarafindan mutlak diferensiyel hesaplamalar baghgi altinda incelendi ve bu galismalar
1892 yilinda kendisi tarafindan sunuldu. Daha sonra Ricci ve Tullio Levi-Civita (1900)
mutlak diferensiyel hesaplama metodlari ve uygulamalari adi altinda c¢alismalarini
yayimladilar.

Uzayda her bir noktaya sirasiyla bir skaleri veya vektdru tayin eden skaler alanin veya
vektor alanin genellesmis hali olan tensér alani, manifold Uzerinde tanimli olup
manifoldun her bir noktasina bir tensoér karsilik getiren bir donlistimdir. Matematiksel
yapilarda ise tensér alani ifadesi yerine kisaca tensér kullanilir.

Diferensiyel Geometride 6nemli bir konu olan Riemannian manifoldda tanjant
demetlerin Diferensiyel Geometri'sinin incelenmesi ilk olarak Sasaki (1958) tarafindan
yapiimisgtir. Daha sonra Dombrowski (1962), tanjant demetteki geometrilerin
gelismesine katkida bulunmustur. Yano ve Ledger (1965), simetrik uzaylarda tanjant
demeti tanimlamiglar ve bununla ilgili calismalarda bulunmusturlar.

1966 yilinda tanjant demette liftler calisiimaya baglanmistir. ilk calisma Yano ve
Kobayashi (1966)’ya ait tanjant demette tensor alanlarinin ve konneksiyonlarin tam ve
dikey liftleri olmustur. Ama ‘lift” kavrami “genigleme” anlaminda Yano ve
Kobayashi'den daha &énce yapilan Sasaki (1958)'nin calismalarinda “devam” adi
altinda gorulmektedir. Kandatu (1966), lineer olmayan konneksiyona sahip bir
manifoldda tanjant demeti tanimlamistir.

Yano ve Ishihara (1967) tanjant demette konneksiyonlarin ve tensor alanlarinin yatay
liftleriyle ilgili calismalarda bulunmuslardir.

Morimoto (1970) tanjant demette tensér alanlarinin ve konneksiyonlarin liftleri hakkinda
calismalarda bulunmustur.

Yano ve Petterson (1967) calismasinda lift konusu, kotanjant demet igin de

incelenmistir. Yano ve Ishihara (1973) calismasinda ise, hem tanjant hem de kotanjant



demetlerdeki dikey, tam, yatay ve diagonal liftlerle ilgili elde edilmig 6nemli sonuglara
yer verilmigtir.

Yari-tanjant demet ise Duc (1979) tarafindan tanimlanmis olup yari-tanjant demete ait
bazi 6zellikleri Vishnevskii (2002) tarafindan incelenmigtir. Yari-tanjant demette Lie ve
kovaryant turevlerinin tam liftleri ise Salimov ve Kadioglu (2000) tarafindan ¢aligiimistir.
Ayrica, yari-tanjant demette izdlisumli lineer konneksiyonlar ve bunlarin bazi ézellikleri
(egrilik, burulma tensorleri ile Lie tlrevleri) Vishnevskii (2002) ve Vishnevskii vd.,
(1985) de calisiimistir. Bu projede ise yari-tanjant (pull-back) demete izdistimli lineer
konneksiyonlarin tam ve yatay liftlerinin katsayilari hesaplanmis ve yari-tanjant (pull-
back) demette izdisimll lineer konneksiyonlarin tam ve yatay liftleri tanimlanip,
konneksiyon katsayilari yardimiyla bunlarla ilgili cesitli lift problemleri ¢calisiimistir. Daha
sonra ise yari-tanjant demette guzel kare (good square) donlisime ve infinitesimal
lineer donltsumlere bakilmistir. Ayrica Yari-tanjant (pull-back) demete (0,2) tipli tensor
alanlarinin dikey, tam, yatay vb. liftleri tanimlandiktan sonra; (0,2) tipli tensor
alanlarinin dikey, tam ve yatay vb. liftlerle ilgili ¢esitli problemler arastirildi. Boylece
Yari-tanjant demette ¢esitli metrikler elde edilmistir. Projede son olarak kotanjant demet
T*M izdisUmU yardimiyla tanjant demetin TM 6zel bir pull-back (yari-tanjant tM) demeti
tanimlanmis ve bu demete tam ve yatay liftler incelenmistir. Proje konusunun
literatlrdeki dnemi ise; elde edilen bulgular ile birlikte daha sonra hesaplanacak olan
yari-kotanjant demetteki izdusumli lineer konneksiyonlara ait tam ve yatay liftlerinin
katsayilari  kullanilarak en genel yari demet olan vyari-tensér demetlerde

konneksiyonlarin liftlerine ulagiimasidir.



2. LITERATUR OZETi

2.1 Diferansiyellenebilir Manifoldlar

Bu bélimde manifoldlarin tanimi verilmekte ve Uzerindeki temel yapilar tanitiimaktadir.

Tanim 2.1.1. M bir Hausdorff topolojik uzay olsun. U M agik kiimesinden V c R"
bolgesine tanimlanan ¢ :U —V homeomorfizm donisimine M uzayinda 1 boyutlu

koordinat sistemi veya harita, U agik kimesine ise ¢ haritasinin koordinat bdlgesi

veya koordinat komsulugu denir ve (U , go) seklinde gosterilir. X eU igin
gp(x)=(x1, x2,...,x”) eR"

olur. Burada x*,...,, x" gercel sayilarina x noktasinin @ haritasindaki koordinatlari denir

(Salimov ve Magden 2008)

Tanim 2.1.2. Eger M Hausdorff topolojik uzayinin n boyutlu ¢, haritalarinin U
bélgeleri,

M = UUa ( A-indisler kiimesi )

aehA

olacak sekilde bu uzayi 6rterse M uzayina n boyutlu topolojik manifold yada sadece 1

boyutlu manifold denir (Salimov ve Magden 2008).

Tanim 2.1.3. M Hausdorff topolojik uzay ve k, 0<k sartini saglayan bir tam sayi

olmak (izere, asagidaki sartlari saglayan {(Ua,(pa) aeAU, C |V|} lokal koordinatlar

ailesi M de C*-sinifindan N boyutlu atlas olarak adlandirilir.
i. M, n boyutlu topolojik manifold, yani lokal haritalarin U, bdlgesi M manifoldunu
Orter

ii. Herhangi «, 5 € A icin U, NU; #<J olmasi durumunda



0,00, p,U,NU,)>0,U,NU,)

dénisimi  C*sinifindandrr. (Bu sarta (U,,p,) ve (U,,¢,) hartalannin C*
uzlasmasi sarti da denir.

Koordinat doniisim  kurali (u; :uiﬂ(uj{),i, j :l,...,n) seklinde olan ¢, op."
déniisiimiine koordinatlarin déniigiimii denir. Burada u! ve uiﬂ, siraslyla, (Ua,(pa) ve

(Uﬂ,qoﬂ) haritalarindaki x noktasinin  koordinatlaridir. U, n"U,=& olmasi
durumunda ¢, 0(0;1 donusumu tanimlanamaz. Bu durumda ¢, ogo;,l doénisimindn

C* sinifindan oldugu kabul edilecekti. Bu doénisiimlerinin  C*  sinifindan
diffeomorfizmler olmasi ile yukarida bashedilen 2.sart denktir. Yani, (pﬁoq);l koordinat

donusimunun Jakobi matrisinin determinanti sifirdan farkhdir (Salimov ve Magden
2008).

Tanim 2.1.4. U,.9,), {(U,.¢,)} , atiasininve (U,,p,) da {(Uﬂ,(oﬂ)}ﬁeA atlasinin

keyfi haritalari olmak lizere eder bu haritalar C* uzlasmis ise yani her iki atlasin

birlesimi C* sinifindan yine bir atlas ise bu atlaslara denk atlaslar denir (Kobayashi ve
Nomizu 1963).

Tanim 2.1.5. C* atlaslarinin denklik sinifina M Hausdorff topolojik uzayi lizerinde
C* yapi adi verilir. C* yapisinin bitin C* atlaslarinin birlesimi olan C* atlasina

maksimal C* atlas denir (Kobayashi ve Nomizu 1963).

M Hausdorff uzayi zerindeki C* atlaslarinin biitiin denklik siniflari kendisinin bir
elemani ile tayin edilebilir. Yani, C* yapisi, onun keyfi C* atlasi yardimiyla

olusturulabilir. Béylece M (izerindeki her bir C*yapisinin bu yapidan olan bir C*

atlas ile verilebilecegi sonucuna varilir.



ck (1£k£oo) yaplya diizgiin (smooth) yapi, C° yapiya ise topolojik yapi denir.

Bundan sonra sadece C” yapilara bakilacaktir.

Tanim 2.1.6. M, sayilabilir bazi olan Hausdorff topolojik uzay olmak Uzere eder M
Uzerinde n boyutlu C” atlaslarinin C” yapisi verilmis ise bu uzaya C*sinifindan n
boyutlu diferansiyellenebilir manifold veya dizgin (smooth) manifold denir ve M ile

gosterilir (Salimov ve Magden 2008).
2.2 Tensor Alanlari

Bu boélimde 6ncelikle tensér tanimi yapilarak, tensor cebrinin temel kavramlari, tensér

ornekleri, vektor ve kovektor alanlari ile dis form tanitiimaktadir.

Tamim 2.2.1. B, n boyutlu vektér uzayi ve onun dual uzayi ise B, olmak lizere

X;€B,, j=L1..,q, ( tane vektér ve  SeB

n?

i=1..,p, P tane kovektor

degiskenlerine karsilik gelen

gercel degerli fonksiyonu eger her bir degiskene goére lineerlik sartini saglarsa bu

fonksiyona multilineer fonksiyon denir.

Mesela E vektor degiskenine gore, A, ueR igin

O =t AR+ 1Y, By Ry £, v £) = I R,y Ry 1 Errn ) 4 (T, Ry By 1 E)

seklinde lineerlik sartini sagladig gosterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karsilik gelen

g-tane
f—/_\

t:B xB x..xB xB"xB"..xB"—>R
%/—J
p—tane



operatériine B, uzayinda q. dereceden kovaryant, p. dereceden kontravaryant tensor

denir. Bu sekilde tanimlanan tum tensorlerin uzayi qu(Bn) ile gosterilir. p>0, q>0

olmak Uzere s = p+q sayisina tensérin valentligi, (p,q) gdsterimine ise tensoérin tipi
denir. (0,q) tipli tensoérlere kovaryant tensorler, (p,0) tipli tensorlere ise kontravaryant

tensorler denir. 4 €R sayisina (0,0) tipli tensor olarak bakilabilir (Sahin 2012).

Ornek 2.2.1. - B, — R dual vektorl 1. mertebeden kovaryant tensordr.

Ornek 2.2.2. B, bir vektér uzayi olmak iizere B, ile (Bn*)* dzdes oldugundan her

UEBn vektord, u:B*—>m®r lineer donlusim olarak alinirsa, her bir vektor 1.

mertebeden kontravaryant vektordur.
Ornek 2.2.3. Her bir bilineer form 2. mertebeden kovaryant tensordiir.

Ornek 2.2.4. 7:B*=xB"—>R ile tanimli 2-lineer dondsimi 2. mertebeden

kontravaryant tensérdur.

Ornek 2.2.5. Rr" deki matrislerin N —tane kolon vektdri (izerinde determinant

fonksiyonu N — lineer oldugundan determinant fonksiyonu M. mertebeden kovaryant

tensordur.

Tanim 2.2.2. B bir vektér uzayi ve onun dual uzayida g - olsun. T(B,), B, vektér

uzayl Uzerindeki P. mertebeden kovaryant ve (. mertebeden kontravaryant

tensorlerin uzayi olmak Uzere

i. -1
C .qu —>TqFj1

A > (CIAXy e Xy 4,0y @) =C{AX, Xy, 000



ve

(C;A) = ZA(Xm’ Xla---a prl’a)mya)lv-"’a)q_l)

ile tanimlanan operatére kontraksiyon (daraltma, buikilme) operatdéri denir. Burada
m 1 g-1 B . . . ..
Xy Xyyeeny Xy V€ W ,w,..,0" , srasiyla, D, Uzerindeki baz vektorler ve dual baz

vektorleridir. Buradan bir kontraksiyon igleminin, (p,q) tipli tensort (p-1,q-1) tipli

tensore tasidigini yani tensérin mertebesini digtrdugu sdylenebilir (Sahin 2012).

TL2(B,) Uzayinin tum simetrik tensorlerinin alt uzay! S,(B,) olsun. Keyfi bir (0,2) tipli

g €S,(B,) simetrik tensorii igin,
g(X.y)=0, ¥yeB, (2.1)

sartindan X =0 alinirsa g tensoriine regller tensor adi velirilir. (2.1)in koordinatlarla

ifadesi,
g; X'y’ =0
seklindedir. vy < B, icin bu esitlik saglandigindan
g;x' =0, j=1..n
bulunur. Bu denklem sisteminde x' =0 olmasi icin
Det(g; )= 0

olmali. Burada (gij), g tensorune karsilik gelen matristir.



Eder g e Sz(Bn) simetrik tensorl regller ise bu tensére B, uzayinda esas tensoér

(metrik tensor) denir. (g“) matrisi esas tensore karsilik gelen (gij) nin tersi olmak

Uzere
gkjgji :5ik (2.2)
esitligi gegerlidir. B, vektor uzayi ve onun duali olan B, uzaylari arasindaki

&=0ux" (m=0,Y") (2.3)
doénusuminde (2.2) esitlidi kullanilirsa,
X =g, (v =§"n) (2.4)
bigiminde olur. g SZ(Bn) simetrik tensord,
®=9(%,y)=g;x'y’
invaryant bilineer form seklinde yazilir. (2.3) ve (2.4) esitlikleri kullanilarak,
@=9(%,¥)=g;x'y" =x'n, = §"n¢,

elde edilir. Buradan, (0,2) tipli g esas tensoru verildiginde kovektdr degiskenlerinin
invaryant bilineer formu @ = ﬁ”nié‘j seklinde bulunur. Burada §", (2,0) tipli tensoriin

koordinatlari olup bu tensére g tensériiniin invers tensorii denir. Ayrica §"

tensoérunun de simetrik oldugu

ﬁ(n,§)= g“’?i‘fj =X =g y*X',
g(f'ﬂ): ﬁjifjﬂi z‘ijj = gjkxkyj

= gkixiyk = gkiykxi = 6(77’5)



esitliklerinden goralir. Buradan, B, uzayinda g simetrik tensorl verildiginde B,

uzayindan B, dual uzayina bir izomorfizm bulunur. Béylece vektér ve kovektorler

aynilastirilir. Hem vektér hemde kovektér X semboll ile gésterilir. Yani,

_ i
Xk_gkix’ X

Il
(@3}
X

2

seklinde yazilir. (Xi —)Xk) islemine indisin indiriimesi, (Xk —>Xi) islemine ise indisin

ylkseltilmesi denir. S()?, )7) tensorl incelenecek olursa; indislerin yikseltiimesi islemi,

SP :gpis

-

ij? Si.p:gpjsij1 S.p.q:gpigpjsij
ve indislerin indirilmesi islemi,
Sbj:gpisij’ Sib:gpjsij’ de:gpigqisij

seklindedir.

B uzayinda g()?, 37), (0,2) tipli tensér olmak lizere X,y e B, vektorlerinin skaler

n
garpimina, bu tensoriin X ve Yy vektorleri (izerindeki izi (trace) denir. (7( )7) veya Xy

seklinde gosterilir ve
Xy =9g(X,¥)=g;x'y’ =xy’ (2.5)
olarak tanimlanir.

Det(gij);t 0 (regulerlik sarti) olmasi durumunda skaler ¢arpima, reguler ¢arpim denir.

Tanim 2.2.3. C~ sinifindan bir Mn manifoldunun her P noktasindaki tanjant uzayi T

olmak Uzere her pe M, noktasina kargilik gelen tanjant uzayinin bir elemani olan



X, vektorl karsilik getiren vektor degerli X fonksiyonuna vektor alani denir (Salimov

ve Magden 2008).

f fonksiyonu Mn manifoldunda bir donusum olmak tzere
(Xf)p)=X,f

seklinde tanimlanan Xf de M, manifoldunda bir dénisumdur.

U < M, koordinat komgulugu olmak Gzere bu komsuluktaki bir vektor alani

X =¢&'0,

bigcimindedir. Burada éi bilesenleri U komsulugundaki lokal koordinatlara baghdir ve

seklinde yazilir.

C~ sinifindan bir Mn manifoldunun her me M noktasindaki batin (p,q) tipli tensorler

icin uygun bir qu (m) tensor uzayi vardir.

Tanim 2.2.4. C~ sinifindan bir Mn manifoldunun her me M noktasindaki (p,q) tipli
tensor uzayi Tq"(m) olmak Uzere her m noktasina qu(m) tensor uzayindan bir

tqp (m) tensori karsilik getiren (p,q) tipli T fonksiyonuna tensér alani denir (Bishop ve

Goldberg 1968).
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Ozel olarak; p=1, q=0 alinirsa (1,0) tipli bir vektor alani, p=0, g =1 alinirsa (0,1)

tipli kovektor alani ve p=q =0 alinirsa Mn manifoldundaki her m noktasina bir skaler

deger karsilik gelir. Dolayisiyla (0,0) tipli tensor alani gergel degerli bir fonksiyon

belirtir.

f ., U c M, bdlgesinden alinan C” sinifindan bir fonksiyon olmak utzere her xeU

igin df|XeTl°(X) olur. Buda f fonksiyonunun diferansiyelini gosteren df

operatorunun (0,1) tipli bir tensor alani oldugunu gosterir.

T, M, manifoldunun keyfi bir m noktasindaki tensorii olmak tizere eger T, tensori

antisimetrik tensor ise T tensér alanina antisimetrik tensor alani, T, tensora simetrik

tensor ise T tensor alanina simetrik tensor alani denir.

(p,q) tipli bir T tensor alani igin (0,1) tipli vektor alanlar X, ..., X, ve (0,1) tipli tensor

alanlari da 6’1,...,¢9p olmak lzere

TGy By s Xy X kM) =T, (6, (M),.... @, (), X, (M),..., X, (M)
esitligi gercel degerli fonksiyon belirtir.
T tensdr alaninin bilesenleri x' koordinatlarina goére,

0

Jq

Tl =T(dx,...,dx", 8,

h'

)

biciminde olup gercel degerli fonksiyonlardir (Bishop ve Goldberg 1968).

T tensor alaninin C> sinifindan olmasi igin bilesenlerinin C* sinifindan fonksiyonlar
olmasi gerekir. C” sinifindan (0,1) tipli tensor alanlarina 1-form (kovektor alani) veya

Pfaffian form denir.

11



Her bir 6?1,...,0p 1-formlari ve her bir X,,..., Xq, C” sinifindan vektor alanlari igin T
tensor alaninin C” sinifindan olmasi igin gerek ve yeter sart T(Hl,...,é‘p,Xl,..., Xq)

fonksiyonunun C* sinifindan olmasidir.

Tamm 2.2.5. (0,2) tipli bir @ =(w,;) tensori icin verilen indislere gére antisimetriklik
sarti varsa o = (a;u.) tensorine 2-form veya dig form denir.

Herhangi bir k-forma dis diferansiyel uygulanirsa (k+1)-form elde edilir. Yani @, k-form

ise dweT,,,(M,) olup (k+1)-form olusur. Bu sekildeki (k+1) formlara tam form denir.

d’w=d(dw)=0

esitliginin saglanmasi durumu tam formlarin énemli bir 6zelligidir. Yani tam formlara dig

diferansiyel uygulanirsa sonug sifir olur (Sahin 2012).

Ornek 2.2.6. w = xdy A dz— ydx Ady formunun tam form olmadigini ya da kapali form

olmadigini gésterelim. Dis diferansiyel igin
do=dxAdy Adz+ xd(dy Adz) —dy A dx A dy — yd (dx A dy)
olup d? =0 oldugundan
dw=dxAdy Adz—dy Adx A dy
elde edilir. Ayrica dx A dy =—dy A dx oldugu kullanilirsa
dw=dxAdyAdz+dy Ady Adz
olur. Diger taraftan dy A dy =0 olup

do=dxAdyAdz
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elde edilir. Burada dx A dy Adz # 0 oldujundan ., bir kapali form degildir. Dolayisiyla

tam form da degildir.

2.3 Vektor Demetleri

Bu alt bolumde fibre demetleri, vektor demetleri ve Uzerindeki diferansiyellenebilir

yapilar tanitilarak vektér demeti érnekleri verilmistir.

Tanim 2.3.1. B,E,F, C~ sinifindan birer manifold ve 7:E —B de C~ sinifindan

bir dénisim olsun. Eger

(7op,)(x,y)=x, XxeU,yeF

olacak sekilde

9, U, cBxF—>7*(U,)cE—>B

(%) >0, (% y)—>(7o0,)(x) =X

diffeomorfizmlerinin {(Ua’%)}aeu ailesi varsa r» donisimine F manifolduna gore
lokal carpim 0&zelligine sahip dénusum denir. Dz{(Ua,goa)}%I sistemine de .

donusimanun lokal ayrismasi denir. Burada {Ua} B manifoldunun bir agik

ael’
érttisidiir. C”(E,B)={z|z:E — B} cimlesinin herhangi bir elemani lokal garpim

Ozelligini saglamasi halinde bu dénisime acik ve orten bir donlisim denir (Husemoller
1994).

Tanim 2.3.2. Egder lokal carpim oOzellidi olan bir 7:E—B doénisimi varsa

¢ =(E,z,B,F) dortliisiine diferansiyellenebilir fibre demeti denir.
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Bir fibre demetinde, E manifolduna baz manifoldu veya total uzay, F manifolduna
fibore modeli, B manifolduna baz uzay ve . donisiimine de izdisim veya fibrasyon

denir. Fibre demeti E veya 7:E — B seklinde gosterilir (Husemoller 1994).

Tanim 2.3.3. Vx e B igin
() =F ={ueE|r(u)=x}
kiimesine x Uzerinde fibre denir. Burada 7:E —B bir fibre demetidir. Tim F,

fibrelerinin ayrik birlegimi

E=JF,

xeB

total uzayini verir (Duggal ve Bejancu 1996).

Not 2.3.1. Fibre demeti igin verilen tanim g6zdénine alinarak, bir manifold ve onun
butln tanjant uzaylari ile birlikte bir fibre demeti oldugu sdéylenebilir. Bu durumu daha iyi
gorebilmek igcin M 1-boyutlu manifold (egri) olmak lzere egdrinin her noktadaki teget

vektorleri (tanjant uzaylar) ele alahm. p e M noktasindaki teget vektori olan T,

tzerindeki her nokta, uzunlugu olan ve P noktasinda M manifolduna teget olan bir

vektor gosterir. Boylece her nokta icin sadece bir vektor ve bir nokta karsilikli olarak
vardir. Buradan, butin noktalardaki butin vektorler toplulugu ayni anda gézonine
alinirsa yeni bir manifold tanimlanabilir. Her nokta ve bu noktadaki vektor elde edilen
yeni manifoldun noktalarini olusturacagi i¢in manifold 2-boyutlu olur. Boéylece 2-boyutlu

fibore demeti elde edilir. Bu fibre demetinde her P noktasindaki T, tanjant uzaylari

demetin fibreleri olur. Burada alinan 1-boyutlu manifold (egri) fibre demetinin baz
manifoldudur (Sahin 2012).

Tanim 2.3.4. M ve B diferansiyellenebilir manifoldlar olmak lzere 7:M — B

diferansiyellenebilir ddnusim olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa E(M, B, x)

ye B manifoldu lizerinde vektér demeti denir.
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1. Her peB,ﬂ‘l(p) vektor uzay! yapisina sahip olup bu uzayin boyutu her zaman
sabit

kabul edilir. ﬂ_l( p) vektor uzayina vektér demetinin fibresi denir.

2. Herhangi p e B noktasinin bir komsulugu U , n>0 sayisi ve
h:UxR" - 7z7'(U)
diffeomorfizm donusumu var dyle ki keyfi geU igin
hq ‘R" > 77 (U)
y—h(a,y)

dénusiima R" ile ﬂ_l(Q) arasinda bir lineer izomorfizmadir.

Burada M manifolduna baz manifoldu, B manifolduna Gis manifoldu, . dénlisimine

izdisim dondsimd, ﬂ_l(p) uzayina P noktasindaki fibre ve (U,h) ikilisine de M

manifoldunun koordinat haritasi denir. Bir fibre demeti ile vektor demetinin

karsilastirlmasindan F=R" ve Fx’in vektor uzayl oldugu kolayca goérulir (Sahin

2012).

Vektér demetine asagidaki gibi drnekler verilebilir.

Ornek 2.3.1. M diferansiyellenebilir bir manifold olmak ilizere M xR" bir vektor

demetidir. Bu vektor demeti asikar vektdr demeti olarak adlandiriir. Bu vektor

demetinin izdlisum, (p,X)eMXR” noktasi igcin z(p,x)=p ile tanimhdir. Diger

taraftan 21,/12 eR icin

(P %)+ 2 (P %) = (P A, +4%)

olarak tanimlanirsa fibreler vektdr uzayi yapisina sahip olur.
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Ornek 2.3.2. T,M, PpeM noktasindaki tanjant uzayr olmak Uzere

diferansiyellenebilir M manifoldunun tim P noktalarindaki T,M tanjant uzaylarinin
birlesimi

™=JTM

peM

seklindedir. (p,V)eTM ikilisi icin 7:TM — M izdisimind z(p,V)=p ile

tanimlayalim. Bu durumda ﬂi,ﬂg eR, V,V,eT,M Ve peM icin
APV +4,(pV,) = (P, AV, + 4V,)

islemi ile birlikte ﬂ_l(p) fibresi vektdr uzayi yapisina sahip olmaktadir. Diger taraftan

peM igin M manifoldunda ¢(U)={(X1,...,Xn)}C]R” olacak sekilde P noktasinin

0
bir U komsulugu ve ¢ koordinat dénisimi vardir. P noktasindaki —

OX

tanjant
p

vektoru ve

h:UxR" - 7z7'(U)

(pV)>h(pV) =3V, =

p

0

n
déntstima tanimlansin. e:Zei —| igin
i=1 ilp

h™(e) = (7z(e). (e, ..€,))

olur. Boylece h donusiml bir diffeomorfizma belirtir. Sonug olarak TM , M manifoldu

Uzerinde bir vektor demetidir ve bu vektér demetine tanjant demet denir (Sahin 2012).
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Tanim 2.3.5. £ =(E,~,B,F) ve § =(EI,7T‘, B‘, F') iki vektor demeti olmak Uzere eger

asagidaki sartlar saglaniyorsa é' vektor demetine, £ vektdor demetinin altvektor

demeti denir.

1. B=B,
2. Vxe B igin F, fibresi FX fibresinin bir altvektér uzayidir,

3. 1: E — E inclusion dénlisimi diferansiyellenebilirdir (Steenrod 1951).

2.4 Lie Operatori ve Lie Tiirevi

Tanim 2.41. X ve Y, bir Uc Mn acik kimesinde tanimli olan vektor alanlari ve f

fonksiyonu C*(M,,R) cUmlesinin bir elemani olmak tGzere X ve Y vektdr alanlarinin

Lie operatoru,

[X,Y](f)= XY (f)-YX(f)

esitligi ile verilir ve [X,Y] seklinde gosterilir (Hacisalihoglu 2003). 0; dogal catisina

gore [X,Y] vektor alaninin ifadesi
[X,Y]=XY =YX =(X'8Y!-Y',X )8,
seklindedir. Ozel olarak X =3i Ve y =9, alinirsa,

[3.0,]=0

oldugu gorulur.
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Ornek 2.4.1. X, Y ve z, R® Oklidyen uzayinin koordinatlari olmak ilizere U = zﬁ,

oz

V = Xﬁ alalim.
oz

[UV]f :{zg,xg}f :z%(xg(f))—xg(zg(f))

0% f of 0% f of
=X——5 X=Xl — =—X—
0z 0z 0z 0z

esitligi elde edilir. Boylece [U,V]=-V olur.
Lie operatdrt asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i [X,Y+Z]=[X,Y]+[X,Z] (Lineerlik)

i. [X,Y]=—[Y,X] (Anti-simetriklik)

iii. [X, fY]=(Xf)Y +f[X,Y] (Leibniz Sart)

iv. [ X,[Y,Z]]+[Y.[2,X]]+[ Z.[X,Y]]=0 (Jacobi Ozdesligi)
v [BXY]==(F)X + £[X,Y]

vi. [ X, gY]= f(Xg)Y —g(Yf)X + fg[X,Y]

Tanim 2.4.2. Asag§idaki sartlari saglayan X vektér alani yonindeki Lx , X e IL(M,)

tensor diferansiyelleme iglemine Lie diferansiyellemesi denir.

1oL, f =X, vfe3I(M,),

2. LY :[X,Y],VX,Y eSt(Mn).
LXY nin lokal koordinatlarla ifadesi
L,Y'= X", Y' —Y¥o X'
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seklindedir. Lie diferansiyellemesi kullanilarak elde edilen degere Lie turevi denir.

Keyfi tipli bir ¢ <« =7 (m, ) tensor alaniigin Lie turevi formald
S r

i f f— k i I’ k i T i/‘ i kr

Lty = XEa,4 +;(ajﬂ,x i, _;(akx Lo
=1 =1

bicimindedir (Salimov ve Magden 2008).

Not 2.4.1. Bazi temel tensorlerin Lie tlrevleri asagidaki gibidir:

i. (1,0) tipli tensoérlerin Lie tirevlemesinin koordinatlarla ifadesi:
L,Y'=X"9,. Y —Y"o, X'

ii. (0,1) tipli tensorlerin Lie turevlemesinin koordinatlarla ifadesi:
L,w, = X", W, +;, X "w,,

iii. (1,1) tipli tensorlerin Lie tirevlemesinin koordinatlarla ifadesi:

Lyti = X"0,t; =0, X't" +0,X™,

iv. (0,2) tipli tensorlerin Lie tirevlemesinin koordinatlarla ifadesi:

L9 = xmamg” +8ixmgmj +8ijgim

v. (1,2) tipli tensdrlerin Lie turevlemesinin koordinatlarla ifadesi:

L SK =X "0, 5 3, X SI" +8,X ™S, +8,X"Sk

m*ij

vi. (1,2) tipli tensorlerin Lie turevlemesinin koordinatlarla ifadesi:
L, R;k =X"0_R® —8mX5Rt +0,X"R® +8J.XmRS +0 X"R;

m" tijk ijk mjk imk ijm
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2.5 Diferansiyellenebilir Manifold Uzerinde Levi-Civita (Afin) Konneksiyon

;/:ui =ui(t) egrisinin noktalarina uygulanan vektdrler arasinda badglanti olusturma

kurali; diferansiyellenebilir bir Mn manifolduna 7y egrisi boyunca konneksiyon dahil

edilmesidir. » egrisinin keyfi bir noktasindaki v' vektorii alinan t parametresine bagli

olarak degisip konneksiyona goére baslangictaki ile uygun kaliyorsa bu durumda V'

vektorunin alinan konneksiyona gore y egdrisi boyunca paralel kaydirildigi

sOylenebilir.  Paralel kaydirmayr ifade eden vi:vi(t) fonksiyonlarinin

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmasi icin verilen konneksiyonun diferansiyellenebilir
olmasi gerekir. Vektorlerin paralel kaydiriimasi durumunda lineer bagimhhk sarti

korunursa bu konneksiyona lineer veya afin konneksiyon denir.

Bir vektorin egri boyunca alinan afin (lineer) konneksiyona gore paralel kaydiriimasi,

yani verilen afin konneksiyonunun y egrisinin gesitli noktalarina uygulanan vektorler

arasindaki uygunlugunu ifade eden sartini bulalim. » egrisinin baslangi¢ noktasindaki
akli, k =1,..n lokal bazini alalim ve farz edelim Kki ekli(t) nin lineer bagimhhgi, baz

vektorlerin verilen egri boyunca paralel kaydirilma kuralini ifade etmis olsun. Keyfi

vi= ¥ ?i vektorunin afin konneksiyona gore y egrisi boyunca paralel kaydiriimasi

icin gerek ve yeter sart A¥ katsayilarinin sabit olmasidir. Bdylece,

dv' = A*d zkii (2.6)
ifadesi yazilabilir. v' = A* ekf esitliginden
ko
A =aiV (2.7)

. k
olur. (2.6)’da verilen (El' baz vektorudir ve a; da buna karsilik gelen kobaz vektoridur.

Dolayisiyla Z;li ai =0, esitligi gecerlidir. (2.7) esitligi (2.6)'da kullanilirsa,
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av' + v =0 (2.8)
esitligi elde edilir. (2.8) denkleminde a)lk,

o =—aida (2.9)

bicimindedir. (2.8) sarti V' vektdriiniin verilen afin konneksiyona gére paralel
kaydiriimasi sartidir. (2.9)'da verilen a)ik, baglanti objeleri veya konneksiyon formlari

olarak adlandirilir.

Teorem 2.5.1.

i. Baglanti objeleri (konneksiyon formlari), {af(} bazinin seciligsinden bagimsizdirlar.

ii. Baglanti objeleri, egrisel koordinatlarin donustirilmesinde tensérlerin dénlisim

kuralina gore donismezler (Kobayashi ve Nomizu 1963).
ispat:

i. Farkli bazlara karsilik gelen o ve @ konneksiyon formlari olmak {zere V'

vektorinan verilen konneksiyona gore paralel kaydirilmasi sarti her ikisi igin, sirasiyla,

av' + v =0, (2.10)

av' + @ v€ =0 (2.11)

seklinde yazabiliriz. (2.10), (2.11) ve V' vektérinin baslangic degerinin keyfiligi

sartlarindan @, =@, bulunur.

ii. M, manifoldunun U bdlgesindeki u' egrisel koordinatlarin degismesi durumunda

baz vektorlerin ve kovektorlerin dontsim kurah

k k

ai = A ai, E:.i = Al Ekii' (2.12)
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biciminde yazilabilir. Burada A,' =% A,' :ZUT seklindedir. (2.12) deki ikinci

esitligin diferansiyeli alinirsa,
dg‘ —dA! 3"+ Ad i‘i' (2.13)

olur. (2.9) esitliginde, (2.12) deki esitliklerden birinci esitligi ve (2.13) esitligi

kullanilarak,

ve gerekli islemler yapildiktan sonra
o) = Al Aol — AldA;, (2.14)

elde edilir. Bu esitlik konneksiyon formlarinin yani baglanti objelerinin, tensérin

koordinatlari olamadigini gosterir.

Bir kovektorin alinan konneksiyona goére paralel kaydirimasi sarti asagidaki tanim ile

verilebilir.

Tanim 2.5.1. Bir @, kovektorinin alinan afin konneksiyonuna goére paralel

kaydirimas! sarti; y egrisi boyunca paralel kaydirilan herhangi bir v' vektorii

Uzerindeki izinin bu egri boyunca sabit kalmasidir. Buna gore,

dvV'ew) = dvo +Vde
=0
denklemi yazilir. Bir v' vektériiniin paralel kaydirimasi,
av' = -V (2.16)
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sarti ile verilir. Bu esitlik (2.15) de yazilirsa,
(da)i - a)ika)k )\/i =0

esitligi elde edilir. Bdylece keyfi bir v' vektori igin, @, kovektorun afin konneksiyonuna

gore y egrisi boyunca paralel kaydiriimasi sartinin,
do, —ofw, =0 (2.17)

seklinde oldugu bulunur.

Simdi de vektdr ve kovektdr alanlarinin  y egrisi boyunca paralel kaydiriimasi sarti
kullanilarak, verilen egrinin gesitli noktalarina uygulanan (p,q) tipli tensoérin paralel

kaydiriimasi sartini inceleyelim.
(p,q) tipli keyfi tensoriin izi » egrisi boyunca

. . o1 p
..l
Z=t"rvh v e ..o
q

Jae g 1
seklinde verilsin. Bu fonksiyondaki vektor ve kovektdr degiskenlerinin verilen egri

boyunca paralel kaydiriimasi sartlari goz 6nlinde bulundurulursa Z fonksiyonunun
diferansiyeli,

o . o1 p o . o1 p
Ip...1 1.1
dz = d'[j1 Pyl vl Wi, ..oi +1.77 dvh.. vk @i, ... Wi
g g q p hedg T q p
i o L P
+oHtovi vl g d o (2.18)
Jiedg g q 1 p
—(dt‘l""p —OS T L~ @St Y + o)t )v"l v o, .o
- jro g B sipedq iq "sip-s S “sjp...Jq s Vhede /] " e (U1,

olarak yazilir. (2.18) esitliginde

23



iy qeiedy sdidy g i iy Sig-i iy s
ajl...jq _dtjl...jq a)jltsjz...jq a)thsjz...s +a)stjl...jq + @ tjl...jq (2.19)

olarak alinmasi durumunda Z fonksiyonunun diferansiyeli,

. . .1 p
dZ =" vh v e e, (2.20)
q

1-dg 1

olarak bulunur. Verilen y egrisi boyunca alinan afin konneksiyona gore vektor ve

kovektor degiskenlerinin paralel kaydirilmasi ile bulunan multilineer fonksiyonunun

diferansiyeli de vektér ve kovektor degiskenlerin multilineer fonksiyonu olur. Bdylece

bulunan dZ multilineer fonksiyonuna tipi tilqu tensorunun tipi ile ayni olan belirli bir
tensor kargilik gelir. Bu tensorun tipi ile th';’q tensorundn tipi ayni olur ve koordinatlari

ise  (2.19) daki gibi olur. Burada 5t;11'f tensorine t'Jll'f tensorinin  mutlak

q q

diferansiyeli denir.

Tensorin mutlak diferansiyelinin tanimindan asagidaki sonuglar yazilabilir:

1. Vektor ve kovektor (1-form) degiskenlerinin paralel kaydiriimasi sartlari, sirasiyla,

N =0, ow, =0
biciminde olup (p,q) tipli tensorun paralel kaydirilmasi kosuluda

qAi =0

f1q

seklinde verilir.

2. Birim tensérin de mutlak diferansiyeli,
s(s1)=0

bigcimindedir.
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Tensorlerin mutlak diferansiyelleri ya da tensér diferansiyellemesi igin asagidaki

Ozellikleri yazilabilir:

i. 5(t, ¥t,)=a, T &,, t, vet, ayni tipli tensorlerdir (Lineerlik sarti),
i, 5(At) = (SA)t+ A(st), A -skalerdir,
iii. 5(A®B)=(0A)®B+A®(B), (Leibniz Kural) burada A ve B keyfi tipli tensorler

olup ® isareti tensor carpimidir.
iv. Tensoérlerin  kontraksiyon, simetriklestirme ve alternelestirme islemleri mutlak

diferansiyelleme islemi ile yer degistirebilir. Mesela &§(Ct) =C(st) olacak sekilde ¢

islemi kontraksiyon islemi ile yer degistirebilir.
2.5.1 Afin (Lineer) Konneksiyonlu Uzaylar

Tanim 2.5.1.1. Diferansiyellenebilir X, manifoldunun batin egrileri boyunca afin
konneksiyonu verilsin. X diferansiyellenebilir manifoldu lineerlik sartini saglarsa X

manifolduna n- boyutlu afin konneksiyonlu uzay denir (Bishop ve Goldberg 1968).

Simdi burada gegen lineerlik sartini inceleyelim:

M, X, manifoldundan alinan keyfi bir nokta ve komsulugu bu noktada olan keyfi

vektor alanlari alinsin. M noktasindan gegen herhangi bir egri igin hesaplanmis keyfi

bir v vektdr alaninin mutlak diferansiyeli,
' =v,du* (2.21)

olarak yazilir. (2.21) esitligi elementer yer degisme islemi bu egri boyunca du'

vektorunun lineer fonksiyonudur. Buradaki v,i(, noktaya ve V' vektdr alanina bagli bir

fonksiyondur. du® da buradaki biitiin vektdrlere teget olan vektdriin koordinatlaridir.

Ayrica dv' =9, v'du® oldugun igin
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N =dv' + o v =0, v'du* + @] V" (2.22)
olur. (2.21) ve (2.22) esitliklerinden
o :(v; —asvi)duS (2.23)

esitligi bulunur. Burada v, 8.v' ninve v! ler de u' lerin fonksiyonlaridir. e, formlari

v'  vektdr alanlarinin  segilisinden bagimsiz olduu icin @, formlar du

koordinatlarinin lineer fonksiyonu olup
o, =T . du® (2.24)

seklinde yazilrr. Ffsk katsayilari, afin (lineer) uzayin bir noktasinin fonksiyonlari olup

afin konneksiyonun katsayilari olarak adlandirilir. X, manifoldunda konneksiyon

katsayilarin verilmesi afin konneksiyonunu tayin eder.

r isk afin konneksiyon katsayilarinin déntisim kurali:

(2.24) esitliginden,
du =T Al du®
olur. Ayrica
Al'dAL = Al'(5, Al Jdu* (2.25)
oldugundan ve AJJA; = 5} esitliginin her iki tarafinin 0, kismi diferansiyeli alinirsa

ak(Ajle}'):ak(a})zo

(0A) A3+ A (2,1)=0
A (0.8)=~(0A] ) A,
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bulunur. Son esitlik (2.25) de kullanilirsa
AIdA!, = —Al (5, Al Jdu¥ (2.26)
olur. Boylece (2.14), (2.24) ve (2.26) esitlikleri kullanilarak konneksiyon déntsum kurall
Ty=AAAT L +AA (2.27)
olarak verilir. Burada A =3, A seklindedir.

Afin konneksiyonuna sahip uzayda verilen keyfi bir vektor alaninin mutlak diferansiyeli,
(2.24)den

N =(oV +T, v )du (2.28)

seklinde olur. (2.28) denkleminde sol taraftaki sv' bir tensér olup du® da vektér oldugu

icin parantez icindeki ifade tensorin koordinatlarini verecektir. Bu sekilde verilen tensor

icin verilen V' tensériiniin kovaryant tiirevi,
V.V =0V +T,V° (2.29)
seklinde gosterilir. Kovaryant tirev (1,1) tipinde bir tensor belirtir.

Ayni sekilde @; kovektor alaninin kovaryant turevi de,
Vo, =0,w; -T ij W, (2.30)

seklinde olup, sonug (0,2) tipli bir tensordur.

Simdi de keyfi (p,q) tipli tensor igin kovaryant turevi inceleyelim.

Keyfi (p,q) tipli th" tensdrinin mutlak diferansiyeli, (2.24) esitliginden

Ji-Jg
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q
(a tll ip +Z rh tll...S...I _Z 1—‘s t'1 ip )duk (2.31)

Jiedg ks * - Jg JpowSe Jq
u=l

seklinde olur. Bu denklemin sol tarafi bir tensér olup du® vektdr oldugu icin parantez

icindeki ifade bu tensérin koordinatlaridir. Bdylece,

. a .
Vit = otk +Z Pt =3 ry 6, (2.32)
u=l

denklemi elde edilir. Buna t}ll“"J!’ tensorunun kovaryant turevi denir.
g

(p,q) tipli bir tensorin kovaryant tlrevinin (p,g+1) tipli bir tensér oldugu kovaryant tirev
tanimindan gorular. Kovaryant turevin, tensorun kovaryantlik derecesini bir artirdigi

soylenebilir.

Kovaryant turevin tanimindan;

iV (t'1 ”—t'1 p) v, v, gt

T i i Jg K S Jq

i. V (/1t'1 ") (64 )'1 b ravtitt . 1eF(M.)

K-y dg ?

i, V (tI1 ' '1 2)=V t'1 " ®g'1 P +t'1 " ®ng'l P

S Sq
iv. Tensorlerin kontraksiyon, simetriklestirme ve alternelestirme gibi islemlerde mutlak
diferansiyelleme kullanilarak islem 6ncelik sirasi degisebilir,

seklinde Ozelikler yazilabilir (Bishop ve Goldberg 1968).

Simdi de afin konneksiyonun invaryant tanimini inceleyelim:
Tanim 2.5.1.2. Tol(Mn), Mn manifoldunda vektdr alanlarinin moduli olmak Gzere
VY =V(X,Y): T3 (M,) xT3(M,) - T (M,)

ile tanimh déntsim,
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i ViwZ=1V,Z+gV,Z,
i. V(X +gY)=(Zf)X + v, X +(Zg)Y +gV,Y

sartlarini saghyorsa V konneksiyonuna afin (lineer) konneksiyon denir. Burada
Vi Te(M) > T3 (M,)

ifadesine ise X vektor alani yonindeki kovaryant diferansiyelleme denir (Bishop ve
Goldberg 1968).

2.5.2 Egrilik ve Burulma Tensorleri

Afin konneksiyonuna sahip A, uzayinda diferansiyellenebilir bir f = f(ul,...,u")
fonksiyonu verilsin. Koordinatlarin déniiglimii durumunda bu fonksiyonun df = o, fdu'
tam diferansiyeli invaryant kalir. Boylece df fonksiyonu du’ vektdriiniin lineer

fonksiyonu olup bu lineer fonksiyonuna karsilik gelen kovektor; Vi , f fonksiyonunun

gradienti ve bu fonksiyon da kovektériin potansiyel fonksiyonu olmak Gzere,
V,=0,f (2.33)

olarak gosterilir.

Herhangi bir V, kovektoriinin keyfi bir skaler alanin gradientinin olmasi
oV, =0 (2.34)
gerek ve yeter sartina baghdir ( Yano 1968 ).

Gradient kovektori olan V, nin kovaryant tirevi,
VYV, =0V, -T}V, (2.35)
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seklinde olup | ve | indislerine gore alternelestirme iglemi yapilarak, (2.34)'den

ViV = SiV, (2.36)

jvi
bulunur. Burada
si;‘ =T Ej] (2.37)

olarak alinmistir. (2.36) esitliginindeki kovaryant tiirev, (0,2) tipli bir tensor belirttiginden

Si? nicelikleri de alt indislere gére antisimetrik olup (1,2) tipli tensérin bilesenlerini

verir. Si;‘ tensérene A, afin uzayinin burulma veya torsion tensori denir. Keyfi

XY e A] vektor alanlari igin burulma tensérinin invaryant formu,
S(X,Y)=V,Y -V, X -[X,Y] (2.38)
seklindedir (Kobayashi ve Nomizu 1963).

Keyfi V' vektériiniin kovaryant tirevi, (1,1) tipli tensér olup V. v' =o' +T'L v"

seklinde gdsterilir. Bu tensorin de kovaryant turevi alinirsa

V.VV =0, VNV +T [ VV" -T IV _V'
=0,(0V +T LV )+T ! (O™ +T "v*) T "V V'

2.\, i k i k i
=0 V' +0, T V' +T 0V +T, 0

rm

m i K m i
sV +I rmr SLV T rsvmv

olur. Bu denklemde r ve s indislerine gore alternelestirme islemi yapilirsa,
2V V V' =RV =25V, V' (2.39)

esitligi elde edilir. Burada

30



i
R rsk

=9,I, -0, T+ Th-T. TH (2.40)

- 2(a[r s]k +T [r\m\ ] )

rsk ?

olarak alinmistir. V[ \Y% ]V ve skv, v tensor olup v¥ keyfi vektor oldugu icin R

(1,3) tipli tensor belirtir. Buna Aﬂ uzayinin Riemannian- Christoffel tenséri veya Egrilik

tensoru denir.

(2.39) formiline benzer olarak;

2V, V o, =-Rig@, =25V o (2.41)

2V, Vao! =RLo" —Ruo) —25.V, 0!, (2.42)

2v[v]]ll b Rt J"“Zju +Rrsmt';1 (2.43)
—RGtS" — R = 28KV 1

formulleri yazilabilir. (2.42) formUlline (pij afinorunun Ricci 6zdesligi denir.
Egrilik tensoru invaryant formda keyfi X,Y,Z € A, vektdr alanlari igin
R(X,Y)Z =V,V,Z-V,V,Z -V, Z (2.44)
seklinde de yazilabilir (Kobayashi ve Nomizu 1963).
2.5.3 Konneksiyonlarin Dontigsumu

Afin konneksiyonu ile verilen keyfi iki uzayin difeomorfizmine bakalim. Bu iki uzay igin

uygun egrisel koordinat sistemi verilebilmesi, karsilikli noktalarinin koordinatlarinin ayni

olmasi ile mimkindur. Bu sekilde karsilik getirme islemi, bir differensiyellenebilir Xn

manifoldunda herhangi iki afin konneksiyonun verilmesi halinde de olusturulabilir. Bu

sekilde karsihik getirme islemi, paralel kaydirma kuralinin dénUstirilmesi veya
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konneksiyonlarin doénusturtlmesi olarak da degerlendirilebilir. Herhangi bir manifold

Uzerinde gesitli konneksiyonlar alinabilir. Bir M, manifoldunda, sirasiyla, 1"5 ve Ejk

konneksiyon katsayilarina sahip V ve V konneksiyonlarini alalim. Keyfi bir v' vektor

alaninin kovaryant tiirevleri bu konneksiyonlara gére

i i i\,m
Vv =0V +I, V",
X7 /i i i \,m
Vv =0V +I,.V

biciminde olur. Bu iki esitligi taraf tarafa cikarirsak
VoV =V v =T y" (2.45)

i
km?

esitligi elde edilir. Burada T,
Tkim :fkim _rkim (246)

seklinde tanimlidir. (2.46) esitliginden Tkim tensérinin (1,2) tipli tensér meydana

getirdigi sdylenebilir. Bu tensoére afin deformasyon tenséri veya gerilme tenséru denir.

i
km?

Teorem 2.5.3.1. T}

km ?

V afin konneksiyonunun katsayilari ve T, , (1,2) tipli tensor

olmak (zere lzkim konneksiyon katsayilari da bagka bir afin konneksiyonun

katsayilaridir (Kobayashi ve Nomizu 1963).

ispat: (2.46)dan

Fijk - l:ijk _Tijk
yazilabilir. Fif katsayilari icin konneksiyon katsayilarinin déndsturilmesi durumunda

T =T/ = ASAT AT —T) )+ ALAX (2.47)
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esitligi elde edilir. Burada T.X tensor olup tensor dénusim kuralindan,
ij
Iijk = A{.Ai"Aj"'IiFj'. (2.48)

esitligi yazilabilir. Bu esitlik (2.47) de kullanilirsa

olur. Bu denklem, ﬁjk katsayilarinin, konneksiyonlarin dénustiriimesi kuralina gore

donustugunu yani konneksiyon donusum kuralini sagladigini ifade eder. Dolayisiyla bir

afin konneksiyondur.

Bu teoremden yararlanarak asagidaki sonuclar yazilabilir.

1 2
Sonug 2.5.3.1. Keyfi bir A skaleri igin, FE ve FE afin konneksiyonunun katsayilari

olmak uUzere

1 2
« Ti+aAT;
e (2.49)
1+2
ifadesinin de yine bir afin konneksiyonun katsayilari oldugu sdylenebilir.
ispat: (2.49) esitligi
k _ Ly A2 Ly
I = Fij+m(r i) (2.50)

2 1
seklinde de yazilabilir. Bu esitlikteki I';—I terimi tensér oldugu igin Teorem 2.5.1.
gozénine alinirsa ' ifadesi afin konneksiyon belirtir. Yani kullanilan iki farkl

konneksiyondan yeni bir konneksiyonun olusturuldugu soylenebilir.
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Ozel olarak A =1 alinmasi durumunda,

1 2
° r§+r5
F”:T (2.51)

1 2 °
olur. I'j; ve T'f konneksiyonlarina gére T'j konneksiyonuna orta konneksiyon denir.

Sonug 2.5.3.2. ri;‘ afin konneksiyonunun katsayilari olmak uzere I:i}‘ = Fi}‘ katsayilari

da afin konneksiyon belirtir.

ispat: Burulma tensérii

k k k k
Sy =Ty :_(ru _Fji)
seklinde tanimli oldugundan
Tl =rk+28f, I =T} (2.52)

ij !

biciminde yazilir. Teorem 2.5.1’e gore I:JkI katsayilar bir afin konneksiyon tayin eder.

Burada kullanilan I:Jk, ve F}‘i konneksiyon katsayilari karsilikli konneksiyon olarak

adlandirilir.
2.5.4 Burulmas: Sifir Olan Uzaylar

Burulmasi sifir olan afin konneksiyonlu uzaylarin burulma tensori sifir olup bu

uzaylarin konneksiyon katsayilari agsagidaki indislere gore simetriktir ve

k k —k
= Iy =T
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esitligi gegerlidir. Burulmasi sifir olan afin konneksiyonlu uzayin herhangi bir egrisel

koordinat sistemine gére u',..,u" koordinatlarina sahip O(u') noktasini alalm ve

konneksiyon katsayilarinin verildigi egrisel koordinat sistemine goére bu noktadaki

degerlerinin de F:} konneksiyon katsayilari ile verildigini varsayalim. Bu sekilde

olusturulacak olan yeni koordinatlari,
. . o 1e o o
u :5k{(uk—u")+§1"';q(up—up)(uq—uq)} (2.53)

seklinde tanimlayalim. Burada &, , Kronecker semboliidiir. (2.53) ifadesi u' den u" ye

difereniyellenebilir bir déniisimdiir. u' koordinatlarinin u' koordinatlarina gére kismi

turevleri

A =5+ oI T WP —u?), A =5 T (25

K

seklinde yazilir. Bu esitlik O noktasinda ve gevresinde det(AﬁI );tO sartini saglar. Bu

sartin saglanmasi (2.53) dénudsumunun diferansiyellenebilir manifoldun tanimindaki
mumkin olan dénusumler sinifindan oldugu soéylenebilir. (2.54) esitliklerindeki turev

fonksiyonlari O noktasinda yazilirsa,
AN =5 A=6T; (2.55)

esitlikleri elde edilir.

(2.27) ve (2.55) esitlikleri kullanilarak, yeni koordinat sistemine gére O noktasindaki

konneksiyon katsayilarinin degerleri,
r ijk= 51-"'5,1"5;. r ij'.k.+ 5ii.5,i' r Lj
veya
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rt,=0

olur. Boylece burulmasi sifir olan afin uzayin butin noktalarinda &éyle bir koordinat
sistemi vardir ki, bu sisteme gbre konneksiyon katsayilarinin bu noktadaki her bir
degeri sifir olur. (2.53) esitliginde verilen koordinatlar normal koordinat sistemi olarak
ifade edilir.

Egrilik tensdru icin burulmasi sifir olan afin konneksiyonlu uzaylarda asagidaki esitlikler

gegerlidir.
I R(rs)k =07
|| R[rsk]i = O,

iii. VR =0 (Bianchi-Padov esitiigi), (2.Bianchi dzdesligi).

Bu esitliklerin invaryant (tensoér) karakter tasidigi dikkate alinirsa, ispatlarini normal

koordinat sistemini kullanarak incelemek hem daha kolay hemde yeterli olacaktir.

a; burulmasi sifir olan afin konneksiyonlu uzayda (0,2) tipli, simetrik ve reguler bir

tensor olmak tzere a;; tensorinun kovaryant turevi,
Vkaij = & (2.56)

biciminde olsun. (2.56) esitliginde indislerin yeri dairesel olarak degistirilirse,

m m
akaij -y Ay _ij A :vkaij’

m m
aiajk _Fij Qe — L Ajn :Viajk’

m m
ajaki _ijami _Fji Ay :vjaki'

esitlikleri yazilir. Buradaki son iki esitlikten birinci esitlik ¢ikartilirsa,

36



2ri'a, =0,a, +0,a, —0,q; —(aijk +a;, —akij) (2.57)
esitligi bulunur. Bununda her iki tarafi ™ tensérii ile garpilirsa
c 1o
Fij = {ij }_Ea (aijk +ajik _akij) (2'58)
olur. Burada

)=

é"k(aiajk +0,ay —akai,.) (2.59)

N |-

seklinde olup buna a; tensorinin Riemannian konneksiyon katsayilari (Levi-Civita

konneksiyonu) veya Christoffel sembolu denir. Burulmasi sifir olan afin konneksiyonlu

uzayin konneksiyon katsayilari; (0,2) tipli, reguler ve simetrik a; tensorinin
Christoffel sembolu ve kovaryant tirevleri yardimiyla ifade edilir.
Fl

Tanim 2.5.4.1. A, burulmasiz afin konneksiyonlu uzayinda e;; ; :{ 0 ,e=¢, , n-

vektori olmak UGzere v,v,..,v lineer badimsiz vektorleri Uzerine kurulan
1 2 n

paralelylGzlinin hacmi

V=e. . viyZ..y" (2.60)

Wzl g 2 n

seklinde olsun. v,v,...,v vektdrlerinin paralel tasinmasi durumunda V hacmi korunursa,
1 2 n

burulmasiz A, uzayina es afin uzay veya denk afin uzay denir.

Es afin uzayin konneksiyonu, (2.60) kullanilarak

oe ;, =0Oyada Ve ;, =0 (2.61)

i iy

seklinde bulunur. Bu sart,
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oe , -Ive;, . —.—Tue =0 (2.62)

iy, i, i, ..i, ki, .5

seklinde de yazilabilir. (2.62) sisteminin butin denklemleri n-vektérin antisimetrikligine

gbre

8kelz..n - stle T stnelz...s =0 (263)

s2..n

esitligine denk olur. e, | =& bigciminde yazilirsa (2.63) esitligi kullanilarak
I, =0, Ine (2.64)

ifadesi yazilabilir. Es afin uzay bu sekildeki bir kosul ile de karakterize edilebilir. Es afin

konneksiyonun katsayilari ile verilen T}, toplami gradiyenti verir. Bu gradiyentin

potansiyel fonksiyonu Ine olacaktir.

Ricci tensord,

Rij = Rkijk = akri;( _airkkj +Fkk|rijl' _Fklirl}( (2-65)

denklemi ile verilir. Buradan es afin konneksiyonun
R. =R. (2.66)
sarti ile de karakterize edilebileceg@i sdylenebilir.

Egrilik tensérinin burulmasi sifir olan afin konneksiyonlu uzaylarda R[rsk]i =0 ve

R(,S)ki = 0 sartlarini sagladigi hesaba katilarak

R. =R, -R, (2.67)

rs
esitligi yazilabilir. Son iki esitlik, es afin konneksiyonunun
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sarti ile de karakterize edilebilecedi anlamina gelir.

Tanim 2.5.4.2. Burulmasi sifir olan afin konneksiyonlu uzayin herhangi bir noktasindaki

tanjant uzayinda alinan {, (0,2) tipli simetrik tensoérd, tanjant uzayin paralel
kaydiriimasi halinde korunuyorsa bu uzaya metrik uzay, (0,2) tipli simetrik g;

tensoriine de metrik tensor adi verilir (Hacisalihoglu 2003).

Tanim 2.5.4.3. g metrik tensoru regulerlik sartini saghyor ise yani,

det(g;) =0

sarti saglaniyor ise bu uzaya Weyl uzayi denir ve W, seklinde isaretlenir

(Hacisalihoglu 2003).

Tanim 2.5.4.4. Weyl uzayinin es afin uzayl olmasi durumunda bu uzaya Riemannian

uzay! denir ve Vn ile isaretlenir (Hacisalihoglu 2003).

Riemannian uzayinin burulmasi sifirdir ve bu uzayin Riemannian konneksiyonu,
V,g; =0 (2.68)
denklemi ile verilir ve Riemannian konneksiyonunun katsayilari da
1
rk :{;}:Egkf(aigrj+ajgir—arg“_) (2.69)

seklinde verilir. Yani, g tensorinun Christoffel sembolleri ile Riemannian uzayinin

konneksiyon katsayilari ¢akisir ve boyle katsayilarla verilen konneksiyona Riemannian

konneksiyonu ya da Levi-Civita konneksiyonu denir. Ayrica Riemannian manifoldu
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Uzerinde Vg =0 sartini saglayan ancak burulmasi sifir olmayan konneksiyonlar da

vardir. Boyle konneksiyonlara metrik konneksiyon denir.

Rjklsgsi =Ry, esitligi g6z 6nlne alinirsa Riemannian uzayinda asagidaki esitlikler

gecerlidir.

I Ry =0

ii. Ry =0

iii. ViR =0
V. Ry =0

V. Rija = Ry

2.5.5 Riemannian Manifoldlari

Tanim 2.5.5.1. Diferansiyellenebilir M manifoldundaki diferansiyellenebilir vektor

alanlarin kimesi (M) olmak Uzere,

g:7(M)x (M) —>C*(M)
seklinde tanimli § bilineer formu vX,Y € y(M) igin

a) g(X,Y)=g(Y, X), (Simetrik)

b) g(X,X)=0 ve VX igin g(X,X)=0< X =0 (Pozitif Taniml)

sartlan saglanirsa § bilineer formuna metrik tensér veya Riemann metrigi denir. Bu

durumda (M, g) ikilisine de Riemann manifoldu ad: verilir.

Lokal koordinatlarda ikinci sart Det(gij);to sartina denktir. g bilineer formunun

bilesenleri g;; olmak Uzere g Riemann metrigi icin
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2 i j
ds® = g;du'du’
ifadesi de kullanilir (Kobayashi ve Nomizu 1963).

Tanim 2.5.5.2. M bir manifold, § de simetrik, regiiler bilineer form olmak lzere eger

V lineer konneksiyonu, vX,Y,Z € y(M) igin

1) [X,Y]=V,Y-V,X

2) X9(Y,Z2)=9(V,Y,Z)+9(Y,V,Z)

sartlarini saglarsa Riemann konneksiyon veya Levi-Civita konneksiyonu adini alir.

M manifoldu tzerinde bir Levi-Civita konneksiyonu,

29(V4Y,Z) = X(g(Y,Z))+Y(9(Z, X)) - Z(9(X,Y))
g Y, Z) +9(Y.[Z, XD+ 9(Z,[X,Y])

seklinde verilen Kozsul esitligi ile belirlenir (O’neill 1983).

Teorem 2.5.5.1. Bir Riemann manifoldu tUzerinde bir tek Riemann konneksiyonu vardir
(Hacisalihoglu 2003).
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3. GEREC VE YONTEM

3.1 Tanjant Demet

c” sinifindan 1 boyutlu diferansiyellenebilir bir Mn manifoldunun bir P noktasindaki

tanjant uzayi T,(M, ) olmak tizere

T(Mn): U TP(Mn) (3.1)

PeM,

seklinde tanimlanan T(M,) ciimlesine tanjant demet denir.

T(M,) tanjant demetinin herhangi bir PeT,(M,) noktasi icin M, manifoldu

tizerindeki T(Mn) tabii demet yapisini tamamlayan

7:T(M,)>M,

P—>z(P)=P

demet izdigiimii (P — P) karsilik getirir. 7~ (P)=PeT,(M,) seklinde tanimlanan

kimeye, Mn baz uzayinin P noktasindaki fibre denir.

Dogal olarak M, manifoldu tizerinde f:M, >T(M,) (o ¢ — Ly s M, de 6zdeslik
dontisiimii) kesiti bulunur. T, (M, ) tanjant uzayinin sifir vektorii, M, manifoldunun
keyfi P noktasindaki f(P) degeridir. Bu f:M, —>T(M,) kesiti veya f(M,)
doénugsumuanun gorintusu, sifir kesit olarak adlandirilir. f(Mn), Mn baz uzayi ile ayni

oldugu igin M, manifoldu, T(M,) tanjant demetinde diferansiyellenebilir imbedding

olmus veya i¢ine daldiriimis altmanifolddur (Yano ve Ishihara 1973).
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(Xh), U CMn koordinat komsulugundaki lokal koordinatlar olsun. Mn baz uzayi

{U;x“} koordinat komsuluk sistemiyle 6rtilmis olmak Uzere ﬂ’l(U)CT(Mn) acik
kimesi icin ~*:U =M, —>U xR" donisimu diferansiyellenebilir bir homeomorfizm

olur. Burada R", R Gzerinde N-boyutlu vektor uzayidir.

PeU noktasi igin PeT,(M,) noktasi (P,X) sirall ifti ile gésterilir. X eR"

0
vektériiniin bilesenleri, Tp(l\/ln) tanjant uzayinda {5h}(8h =§) dogal bazina gore

P noktasinl y" —x" h=n+1,...,2n kartezyen koordinatlari ile verilir. U koordinat

komsulugunda ﬁ(P):P’nin koordinatlari Xh, h=1,...,n ile gosterilirse, P noktasi
uygun (X", x")>Pex*(U) ile verimis olur. 7 (U)cT(M,) agk kimesinde

(x“, xﬁ) lokal koordinatlar sistemi elde edilir. Burada (x“, xﬁ) koordinat sistemi, (x“)

dan indirgenmis ﬂ’l(U) da bulunan koordinatlar olarak ifade edilir (Yano ve Ishihara

1973).

M. manifoldunda n(P):P noktasini kapsayan bir diger koordinat komsulugu
{U',xh'} olmak (zere, ﬂ‘l(U') koordinat komsuluguda P noktasini igerir. P nin

indirgenmis koordinatlari 7" (U) koordinat komguluguna gore (x"', y") ile gosterilir.

Koordinatlar arasindaki déntisim kurall

X" = x“'(x“),
X" =6Lh' h (3:2)
ox"

bicimindedir (Yano ve Ishihara 1973).
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xh'(xh), PeM, noktasindaki x' x?,.. x" degiskenlerinin c~  sinifindan

.....

diferansiyellenebilir fonksiyonlaridir. x" — y" x™ = y" olarak alinirsa (3.2) denklemi,
xp':xp'(x”) (3.3)

biciminde yazilir. (3.2) déonlsimune ait Jakobi matrisi

p' h’
)0 5] »
OX ALY A
X X"
h h
olarak tanimhdir. Burada =, A= esitlikleri alinmigtir.
A ox" A ooxs 3 ¥

(3.2) dénlsumundn tersi,

X" =x"(x"),

x“==£§§:y“, (3.5)
veya

XP =x"(x") (3.6)

olarak yazilabilir. (3.5) dénisimnin Jakobi matrisi

=M 2
o)\ Ay A

ile verilir. (3.4) ile (3.7) matrisleri T(l\/ln) tanjant demetinin daima yonlendirilebilir

oldugunu ifade eder (Yano ve Ishihara 1973).
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M, manifoldundaki (T, S) tipli c* sinifindan tim tensér alanlarinin kiimesi Sg(l\/ln) ve

0

M, tzerindeki tim tensér alanlarninin kiimesi ise J(M,)= Y J3i(M,)ile gdsterilir.

r,s=0

Benzer olarak T(l\/ln) tanjant demetindeki (I’, S) tipli tim tensor alanlarinin kiimesi

3(T(M,)) ve tiim tensér alanlarinin kimesi ise (T (M,)) ile gésterilir.

3.1.1 Tanjant Demette Fonksiyonun Dikey Lifti

f, Mn manifoldunda bir fonksiyon ve f:mM_ >R , ﬂ:T(Mn)—> M, olmak lzere,
"f=for, "f:T(M,)>R seklinde tanimhi 'f fonksiyonuna T(M,) tanjant
demetinde f fonksiyonunun dikey lifti denir. Burada Pex'(U) ve

P =(x‘, yi)z (x',x') olmak tizere,
“f(P)=" f(xy)="fox(P)=f(P)=1(x) (3.8)

olur. Buradan " f (P) degerinin fibre boyunca sabit ve P = n*l(P) e M, noktasindaki

f (P) degerine esit oldugunu séyleyebiliriz (Yano ve Ishihara 1973).
3.1.2 Tanjant Demette Vektor Alaninin Dikey Lifti
X €3 (Mn), M, manifoldunda keyfi bir vektor alani olmak tizere,
‘X (10) =" (@(X)) (3.9)

biciminde tanimlanan "X vektér alani, T(Mn) tanjant demetinde X vektér alaninin

dikey lifti olarak adlandirilir.
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X vektor alaninin dikey lifti olan 'X vektor alaninin T(M,) tanjant demetinde

indirgenmis koordinatlara gore bilegsenleri

, 0
X = N (3.10)

ile verilir (Yano ve Ishihara 1973).
3.1.3 Tanjant Demette 1-Formun Dikey Lifti

a)eSf(l\/ln), M, manifoldu Gizerinde 1-form (kovektdr alani) olsun. T(Mn) tanjant

demetinde indirgenmis koordinatlara goére bilesenleri,

‘o=(w,,0) (3.11)

seklinde olan '@ e 3] (T(Mn)) 1-formuna, « nin dikey lifti denir (Yano ve Ishihara

1973).

Ayrica her z (U ) acik kimesinde (3.11) esitliginden 1-formun dikey lifti,
V(dxh ) =dx" (3.12)

seklindedir. Burada (dxh) 1-formdur (Yano ve Ishihara 1973).
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3.1.4 Tanjant Demette Tenso6r Alanlarinin Dikey Lifti

(3.8), (3.9) ve (3.11) esitlikleri ile tanimlanan dikey liftler; sirasiyla, sabit katsayilara
gore Jo(M,) nin I(T(M,)) ve, F3(M,) nin FH(T(M,)) ve 3I(M,) nin

3, (T(Mn)) ye lineer izomorfim oldugunu belirler. Bdylece,

‘(P®Q)='P®'Q, '(P+R)="P+'R (3.13)

sarti ile sabit katsayilara gore 3(M,) tensor cebrinin I(T(M,)) tensor cebrine bir tek
cebirsel izomorfizm ile dikey liftlere genigletilebilir. Burada P,Q ve R, S(Mn) nin keyfi
elemanlaridir. (3.13) esitlikleri kullanilarak T(Mn) deki indirgenmis koordinatlara gore,

F" lokal bilesenlerine sahip bir F € Si(l\/ln) afinor alaninin 'F dikey lifti,

,_ (0 0
F_(Fh oj (3.14)

bigcimindedir.

G, bilesenlerine sahip bir G € 3 (M,) tensér alaninin G dikey lifti,

v (G; O
6= (3.15)

bigcimindedir.

H™ bilegenlerine sahip bir H € 35(M,) tensér alaninin dikey lifti,
VH = 0 0 (3.16)
BCRGE |
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seklindeki bilesenlere sahiptir.
Gergekten, (3.8), (3.12) ve (3.13) denklemlerinden

o .
VE =Y (R ®dx’
(" ®ax)

_v (Fi“)v (%)@V (dx')

ﬂﬁ“%@dxi

olur. Bu ifade (3.14) esitligini verir. Benzer olarak (3.15) ve (3.16) esitlikleride

gosterilebilir.

3.1.5 Tanjant Demette Fonksiyonun Tam Lifti

T(M,) tanjant demetinde f € 33(M,) olmak tizere

(df) =ya, f =af =C f

seklindedir. Burada ‘f fonksiyonuna f fonksiyonunun tanjant demette tam lifti denir

(Yano ve Ishihara 1973).

3.1.6 Tanjant Demette Vektor Alaninin Tam Lifti

X €35(M,), M, manifoldunda bir vektsr alani olmak iizere T(M,) tanjant demetinde

indirgenmis koordinatlara gére

h
°X :Lysgxh) (3.17)
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seklindeki bilesenlere sahip olan X e St (T (Mn)) vektor alani X vektor alaninin

tam lifti olarak adlandirilir (Yano ve Ishihara 1973).
-1 .. . i
Her 7 (U) acik kimesinde (3.17) esitliginden
C(ah): 0, (3.18)
denklemi saglanir (Yano ve Ishihara 1973).

3.1.7 Tanjant Demette Tenso6r Alanlarinin Tam Lifti
‘(P®Q)="P® Q+'P®°Q, °(P+R)="P+°R (3.19)

sarti ile sabit katsayilara gore 3(M,) tensor cebrinin I(T(M,)) tensor cebrine bir tek

cebirsel izomorfizm ile tam liftlere genisletilebilir. Burada P,Q ve R, S(Mn) nin keyfi

elemanlaridir.

(3.19) esitlikleri kullanilarak T(Mn) deki indirgenmis koordinatlara gore;

F" lokal bilesenlerine sahip bir Fe Si(l\/ln) afinor alaninin °F tam lifti,

F—h
°F :[allrh lch (3.20)

bigcimindedir.

G, bilesenlerine sahip bir G € 35(M,) tensor alaninin °G tam lifti,

c (GG-i G-ij
G = j i (3.21)



bicimindedir.

H™ bilesenlerine sahip bir H € 3 (M, ) tensor alaninin ©H  tam lifti,

0 H"
CH:(Hih 6H”‘) (3.22)

seklindeki bilesenlere sahiptir.

Gergekten, (3.8), (3.9), (3.12) ve (3.18) denklemlerinden

a .
°F=C°(F'— ®dx'
(F o )

< (F (8%]@ (6x)+* (F") (a%j & (dx')+" (F) [8%) & (o¢)

5 i a i 8
= (R g @+ (RY) o @+ (FY) Sy @y’

olur. Bu ifade (3.20) esitligini verir. (3.21) ve (3.22) esitlikleri de benzer olarak

gosterilebilir.

3.1.8 Y- Operatorii

M, manifoldu iizerinde F bir afinor alani olmak izere T(Mn) tanjant demetinde

yFe3, (T (Mn)) vektor alani,

yF :(ys?:hj (3.23)

S

ile tanimlanir.
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TeJ, (T (Mn)) olmak tzere T (Mn) tanjant demetinde indirgenmis koordinatlara gére

yT e 3(T(M,)) afinor alan,

0 0
dl :(o yeT ] (3.24)
s h

ile tanimlanir (Yano ve Ishihara 1973).

3.1.9 Yatay Lift

Diferansiyellenebilir |\/|n manifoldu Uzerinde V afin konneksiyon verilsin. Keyfi

X €3y(M,) igin
H c
X =X ~(V,X) (3.25)

ile tanimlanan " X ESE(T(MH)) vektor alanina, X vektor alaninin T(M,) tanjant

demete yatay lifti denir. Burada (V,X) = 7(VX) seklindedir (Yano ve Ishihara 1973).

X vektér alaninin " X yatay liftinin, T(Mn) tanjant demeti Gzerindeki indirgenmis

koordinatlara gore bilesenleri,

X h
A X :(—FhX‘J (3.26)
seklindedir. Burada
=y (3.27)

esitligi gegerlidir.
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F eS}(I\/In) afinor alaninin T(Mn) tanjant demet Gzerindeki " F yatay lifti,
HF=CF-(V7F) (3.28)
ile tanimh olup vV, F,
(V,F)=yV.F'o, ®dx" (3.29)

seklinde tanimlidir. F afinor alaninin "F yatay liftinin T(Mn) tanjant demet Gzerindeki

indirgenmis koordinatlara gore

! F" 0
P R R (3-30)

seklindeki bilesenlere sahip oldugu sonucu cikar.

Benzer olarak; Geﬁg(Mn) tensoér alaninin "G yatay lifti, T(l\/ln) tanjant demeti

Uzerindeki indirgenmis koordinatlara gore

- 0 (3.31)

Ji

g :[rjet, +I1G, Gji]

bilesenlerine sahiptir. Ayni sekilde H e J;(M,) tensér alaninin "H yatay liftinin

T (Mn) tanjant demetteki indirgenmis koordinatlara gére

| O H (3.32)
\HT rIHY - '

seklindeki bilesenlere sahip oldugu sdylenebilir (Yano ve Ishihara 1973).
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3.2 Tanjant Demette Afin Konneksiyonun Tam Liftleri

Mn, V afin konneksiyonu ile verilen bir manifold olsun. T(Mn) tanjant demetinde bir

tek Vv afin konneksiyonu vardir ve her X,Y € J; (I\/In) igin
C
Ve, Y ="(VyY) (3.33)

seklinde tanimlanir. F?i, Mn de (Xh) lokal koordinatlarina gére V nin bilesenleri ve
es”, T(Mn) de (x“,y“) indirgenmis koordinatlarina gére ©V nin bilesenleri olsun.
X ve Y, M. deki (X") lokal koordinatiarina gére X" ve Y" bilesenlerine sahip keyfi

vektér alanlari olsun. O zaman °X ve °Y, T(Mn) de (x“,y“) indirgenmis

koordinatlarina gore;

bilesenlerine sahip olur. Bu bilesenler kullanilarak (3.33) esitligi, asagidaki formlarda da

yazilabilir.
X'@Y T Y 4Ty Y) e X @Y T3 Y 4 T3'Y ) =X @)Y+ Ty
ve
X'@Y" +Ti Y +Ti ¥ )+ X @Y 4T3 Y 4T3 Y) = y*a, X1 @ Y" + T 1)}

Buradan,
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b h h h
Ui =Ty, T =0, I5 =0, I =0,

- - - - (3.34)
Fjih =or", Fjih =T, F]ih =", F]ih =0,

J J

A

seklinde konneksiyon katsayilari elde edilir. (3.34) ile tanimlanan 1" nin global

olarak T(Mn) de bir afin konneksiyon belirledigi (3.4) ve (3.7)den kolaylikla

dogrulatilabilir. Bu afin konneksiyon T (Mn) de V afin konneksiyonunun tam lifti olarak

adlandirilir ve © Vv ile gosterilir (Yano ve Ishihara 1973).
Teorem 3.2.1. T ve R, sirasiyla, V konneksiyonunun burulma ve egrilik tensorleri
olmak Uzere “T ve ©R, sirasiyla, ©V nin burulma ve egrilik tensorleridir (Yano ve

Kabayashi 1966).

ispat: VX,Y € 3;(M, ) igin
“TEXCY)="(T(X,Y))
=C (VY =V, X =[X,Y])
=C Vo Y V. X —[°X°Y]
ve

CREXSY)°Z=° (R(X,Y)Z)
= (ViVyZ =V, V2=V, Z)
_cC VcXCVcYCZ—C VCYCVCXCZ _Cvy cz

[#x¥]

esitlikleri elde edilir. Bdylece ispat tamamlanir.
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Simdi “T ve ©R nin bilesenlerini bulalim. T nin TJ-? ve R nin Rlzi bilesenleri,
siraslyla,

h h h
T'=0" T

ij?
R =0 =0T + TRl —Th T

kt™ ji

olmak tizere T (Mn) deki indirgenmis koordinatlara gére “T nin T<:" bilesenleri
h h P h N h P h
Ti=T],Ti=0T]Tsi=TTi=T; (3.35)
olup digerleri sifir olarak bulunur. © R nin Roc:” bilesenleri de
A

R =RY, R =0oRY, Rai=R}, Rei=R}, Rii=R!

kji

(3.36)

olup digerleri sifir olarak bulunur.

VEe(T(M,)) ve ¥X e3(T(M,)) igin °V, f=Xf oldujundan Teorem 3.2.2

yazilabilir.

Teorem 3.2.2. f €35(M,) ve X € J;(M,) olmak iizere

i. ‘v, f=" (V) (3.37)

esitlikleri gecerlidir (Yano ve Ishihara 1973).
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ispat: Vx f=Xf ve X™v_f=X"s_ f =xf denklemlerinden yararlanarak,

i. fe3(M,) ve X eJ;(M,) olmak tizere
cvvxvf _V oy M cvaf
_v chvmvf+v Xﬁcvavf

=VX"o,f+ X"o.f
0

=0

0

elde edilir.

i, f eSS(Mn) ve X ES%)(M“) olmak Uizere
vaxcf :V XM CVMCf
_Vv XmCVme 4V Xﬁcvmcf
=Y X", (y°0,F)+ X"o(y°8, )
0
= X"0_(y’0,f)

= X"520, f

= X0, f
=" (Xf)

=" (Vx f)
elde edilir.

ii. fe33(M,)ve XeT(M,) olmak iizere
c Ve C oy
Ve, ' f =" X( 1)
_C XM8MVf

=C X", f+° X™ oV f
0

=X"p, f
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=Xmo, f
=" (Xf)
=’ (fo)

elde edilir.

iv. f eSS(Mn) ve X eSE(Mn) olmak lzere
CVCXCf = x"o,°f
=¢ X"3,°f +° X"3.C f
= X", (y° 0, f)+(y 0,X™)a-_(y 0, f)
—y* X", 0. f +(y 8. X™)5L0, f

=y* X"90.0,,f +(y* o, XM, f

=y 0,(X"0,T)
= (Xf)
= (Vx f)

elde edilir.

Teorem 3.2.3. Her X,Y € J;(M )igin
. Cc \
i V,, ' Y=0 (3.38)
i VY= (VYY)

esitlikleri gecerlidir (Yano ve Ishihara 1973).

ispat: X" ve Y", sirasiyla, M de verilen (Xh) lokal koordinatlarina gére X ve Y nin

bilegenleri olsun. X ve Y nin T(M) de (x“,y“) indirgenmis koordinatlarina gore

bilesenleri,
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olmak Uzere,

°V,."Y ninilk o bileseni
) h .
X!TiY")=0
ve son n bilegeni (3.34) esitliklerinden
. h .
X‘(a]Ythl“]i YH)=0
seklinde olup “V, XVY =0 olarak bulunur.

V., “Yninilk o bileseni
X1 (@Y +T5'Y +T5'0Y) =0
ve son n bileseni (3.34) esitliklerinden
X J'(aiaY“ +r;fY‘ +r;;ﬁav‘) =X1@,Y"+T ;'Y

seklinde olup, “V¢ Y = (V,Y)esitligi elde edilir.

Cx
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3.3 Tanjant Demette Afin Konneksiyonun Lie Tiirevi ve infinitesimal Afin

Doniigumler

M manifoldunda bir X vektor alani ve V afin konneksiyonu verilmig olsun. X vektor

alanina gére V' konneksiyonunun Lie tirevi LV, VY,Z € 3} (|\/| )igin

(LiV)(Y.Z) =L (V4 Z) =V, (L Z) =V Z (3.39)
seklinde tanimli olup 512 (M ) nin bir elemanidir.
Teorem 3.3.1. V, M manifoldunda bir afin konneksiyon olmak lizere VX € Sﬁ(M) icin

i L V="(LV)

i. Lo, "V ="(LV)

esitlikleri gecerlidir.

ispat:

i. VX,Y,Z e3;(M)igin

C C C C C C C C C
(L, °V)CY.C2)=L, (°V. °2)-° V. (L, °2)-°V z

[vxcv]
=L, VvV, (L D"V, Z

Y[xy]

= (Lo (V, D=V, (L, )=V, 2)

= ((LY)(Y,2))

=" (LY. Z)

elde edilir.
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i. vX,Y,Z eSt(M)igin

C C C C C C C C C
(Lo *VIEY,C2) =L (°V. 2 -° V. (L., °2)-°V z

[ ]

=L, “(Vy2)-° V. (L D) Vi, Z

[xy]

= (Lo(Vy )=V, (L D)=V}, Z)

= ((LV)(Y,2))
= (LV)EY.° 2)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

V afin konneksiyonlu bir manifoldda eger LXV=O ise X“ bilesenleri ile verilen X

vektor alani infinitesimal afin dénisim olarak adlandirilir. Fyﬂa bilesenleri agisindan X

vektor alaninin infinitesimal afin donistiim olmasi igin gerek ve yeter sart
a A a A a a A a A _
ayaﬂx + X alrw —Fw 8;LX +Fw 6yX +FM 8ﬁX =0
esitliginin saglanmasidir. Burada X“ lar X in lokal bilesenleridir.

M manifoldunda Fjik konneksiyon katsayilarina sahip bir V konneksiyonu ve T(M)

h

X
tanjant demetinde indirgenmis koordinatlara gére _ | bilesenlerine sahip bir X

h
X
vektor alani verilmig olsun. (3.34)'deki konneksiyon katsayilari kullanilarak, X vektor

alaninin ¢V ile T(M) tanjant demetinde bir infinitesimal afin dénisim oldugu

asagidaki esitliklerden kolaylikla gorulir.

h k h h k k
i. 0,0,X +X 0" —(I;*0, X +arjikaix )+T"0, X +I,"9,X =0
. h K h h k
ii. 0,0.X -T';’/o. X +I',’'0.X =0
i k i

h K h h k
iii. 0.0, X -T;*0 X +T,"0_X =0
j k j
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h
iv. 0.0.X =0
i
h K Lok cn U cn L
V. 9,0, X +(X 80T ;" + X 8, ;") — (6, X +ar ;a0 X")
k
h k h k h k h k
+(or,, an +T; 6J.X )+(8ij 0, X +1, 0,X)=0
. h k h h k h k h k h k
VI.9;0. X +X 90" =T';'0. X +I'"0;X +(oI';'0.X +I';"0.X )=0
i k i i

. h k h h k h k h k h k
vii. 0.0, X +X akarji —Fji 0. X +ij 0.X +(r,0.X +I';'0.X )=0
i k i j

h h k h k
viii. 0.0.X +I'0.X +I',’'0. X =0
i j i

3.4 Tanjant Demette Afin Konneksiyonun Yatay Liftleri

M manifoldunda bir V' afin konneksiyonu verilmis olsun. Yatay liftin (3.25) tanimi g6z

6naine alinirsa (3.38) esitliklerinden, VX,Y € J;(M )igin

i VLY = (V)R X)Y)
i, SV Y =T (VY )4y (R(LX)Y)

iii. “V., Y = (V4 Y) =7 ((VY)(VX))

esitlikleri gegerlidir. Burada R( ,X)Y, M de (1,1) tipli bir W tensér alani olmak

tizere her Z € I3 (M )igin W (Z) =R(Z,X) Y olup R,V nin egrilik tensériidi.

Ayrica VX,Y € 33 (M )igin
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esitlikleri de saglanir.
3.5 Yarni-Tanjant Demet

Mn ve Bm diferansiyellenebilir manifoldlari, sirasiyla, n ve m boyutlu c” sinifindan
manifoldlar ve (M,,7,,B,,),

7'M, —>B,

submersionu ile tanimlanan diferansiyellenebilir bir demet olmak lUzere bu demette

kullanilan indisler i, j,...=1,2,...,n; a,b,...=1,....n—-m; «, B,...=n—m+1,...,n olacak
sekilde (Xa,Xa)=(Xi) lokal koordinat sistemini inceleyelim. Burada x“ koordinatlari

B, baz manifoldunun lokal koordinatlari, x* ise, keyfi 71'13|V|n —>Bm demetinin fibre

koordinatlaridir. (x*',x=") bu demetteki bir diger lokal koordinatlar olmak Gzere

{Xa’ =x" ("), (3.40)

X< =x (%),
dénisumi yazilir. Bu déntsume kargilik gelen jakobi matrisi,
. i’ a’ Aa’
(A)=[2X [N A
! ox! 0 A]
ile tanimhdir.

T.(B,), B, baz manifoldunun (x:;rl(x),x:(xa,x“)eMn) seklinde tanimli bir x
noktasindaki tanjant uzayr olsun. X vektér alaninin bilesenleri, TX(Bm) tanjant

uzayindaki {0,} dogal catisina gore, X“ =dx*(X) olmak tzere, M, manifoldu

62



lizerinde koordinatlan (X')=(x*,x%,x*) olarak verilen t(B,) vyari-tanjant demeti elde

edilir. Burada (xazy“, e=a+m, | =1,..,n+m) olarak alinmigtir (Duc 1979;

Vishnevskii vd., 1985).

B, manifoldunda dogal demet yapisina ve ﬁ:(xa,X“,X;)—>(X“) seklinde tanimli
ﬂit(Bm)%Bm izdisimine sahip olan t(Bm) yari-tanjant demetinin, eger
ﬁz:(xa,xa,xz)%(xa,xa) koordinatlari ile 7,:1(B,) > M, déniisimi tanimlanacak
olursa, o zaman Mn manifoldunda da bir demet yapisina sahip oldugu sdylenebilir.

Buradaki izdusium donUgUmleri arasinda 7T =7,°7, esitligi yazilabilir (Salimov ve

Kadioglu 2000).

Ayrica (t(Bm),ﬁloﬁz) yari-tanjant demeti karma demet Poor (1981) ya da step-like

demeti belirtir (Ostianu 1974).

Mn nin lokal koordinatlarinin (3.40) deki doénusume gore, t(Bm) yari-tanjant

demetinde belirttigi koordinat dontisumd,

xa'=xa'(xb,xﬂ),

X* =x* (xﬁ), (3.41)
o ox“ 4

X G K

seklinde olup bu koordinat donusimune kargilik gelen jakobi matrisi,

AA 0
A=A'=| 0 A 0 (3.42)
0 ALY A
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0% X

ile tanimiidir. Burada | =(x*x“,x%),J :(Xb,X’B,X/”),I,J....:l,...,2n;A;‘}"E:T
ox”ox

seklindedir (Salimov ve Kadioglu 2000).

(3.42) de belirtilen blok matrisinin asal kdsegeni Uzerinde yer alan her matris igin

Det(A®) =0 , Det(A])#0

esitlikleri gegerli oldugundan DetA =0 olur. (3.41) verilen dénisimUnin tersi

NG =xa(xb',xﬂ'),
X* :x”‘(xﬁ'), (3.43)
a ox“ B
CoxP

seklinde tanimli olup (3.43) dénusuimune karsilik gelen Jakobi matrisi

A A0
(A)=[ 0 A 0 (3.44)
0 ALY Al

seklindedir.

Yari-tanjant demette boyut imt(B,)=n+M olarak verilir (Duc 1979; Vishnevskii vd.,

1985). Ayrica 6zel olarak n=m alinirsa t(Bm) yari-tanjant demeti, T(Mn) tanjant

demetine donugur (Salimov ve Kadioglu 2000).

F(Bm), Bm manifoldundaki c” sinifindan gercel deg@erli fonksiyonlarin moduli olmak
tizere, B, manifoldundaki (p,q) tipli tim tensor alanlarinin F(Bm) Uzerindeki moduli

3(B,)=>." 32(B,) olarak gosterilir. Benzer sekilde, F (M,), M, manifoldundaki

p,q=0"d
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c” sinifindan gergel degerli fonksiyonlarin modulu olmak Uzere, Mn manifoldundaki

(p,q) tipli tim tensdr alanlarinin F(Mn) tizerindeki moduilii S(MH)ZZ:FOSS(M“)

olarak gosterilir.

3.5.1 Yari-Tanjant Demette Kovektor Alaninin Dikey Lifti

o, @, lokal bilesenlerine sahip ve koordinatlarla ifadesi @ = a)adx“ seklinde olan Bm

Uzerindeki 1-form olmak Uzere , 1-formunun, indirgenmis koordinatlara gére dikey lifti,

"0w=(0, w,, 0) (3.45)

ile tanimlanir. Burada (3.42) esitliginden, ("®)=A("®") olup elde edilen bu kovektdr

alanina t(Bm) yari-tanjant demetinde », 1-formunun dikey lifti denir ve " ile gdsterilir

(Vishnevskii vd., 1985).

Teorem 3.5.1.1. ®,0 € 3’ (Mn) olmak Uizere

"(0+6)=" 0+" 6

esitligi gegerlidir (Ay 2013).

ispat: ®,0 €37 (M,) olmak tzere

"(0+0)=(0,w,+6,,0)
~(0.,,0)+(0,,.0)

elde edilir.
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3.5.2 Yari-Tanjant Demette Kovektor Alaninin Tam Lifti

o, koordinatlarla ifadesi Cl)za)adxa ile tanimli Bm Uzerinde 1-form olmak tzere , 1-

formunun tam lifti,

CCa):(O, y70_w 600,) (3.46)

o al

ile tanimlanir. Burada (3.42) esitliginden, (cca))= A(Cca)') olup elde edilen bu kovektor

alanina t(Bm) yari-tanjant demetinde , 1-formunun tam lifti denir ve “w ile gosterilir.

Teorem 3.5.2.1. ®,6 € 3] (M, ) olmak iizere

“(0+0)=" 0+ 0

esitligi gegerlidir (Ay 2013).

ispat: ®,0 €3] (M,) olmak tzere

“(0+0)=(0,y°0,(w, +6,),0,+96,)

=(0,y°0,0,,0,)+(0,y°0,6,.6,)

oc"a’ o al

:CC a)+CC 9

elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1 Tanjant Demetin Pull-Back Demeti

Bu bdliumde yari-tanjant ve pull-back demeti tanimlanarak, yari-tanjant demetin bir pull-
back demeti oldugu belirtilmistir. Ayrica, guzel kare donusumunun tanimi yapilarak,

yari-tanjant demetin guizel kare dénlstimune somut bir érnek oldugu goésterilmektedir.

TX(Bm)(X = ﬂl(;(), X = (Xa, Xa)e Mn), « noktasindaki tanjant uzayi ve T (B, ) tanjant
demetinin fibre koordinatlari X* = Y olmak iizere (E,E,...: n+1,...,2n) kabul edilir.

M, manifoldunda (x')=(x* x%,x%), (X*=Y“, a@=a+m, I =1...,n+m) seklinde

lokal koordinatlara sahip t(Bm) yari-tanjant demeti elde edilir.

t(Bm)yarl-tanjant demeti, B, lizerinde dogal demet yapisina ve 7:(X*, X"‘,x;) — (x*)
seklinde  tanimli iz:t(Bm)—> B, izdisim dénlsimine sahiptir.  Eger
ﬂz:(xa,x“,x;)—>(xa,x°’) ile, 7,:t(B,)—> M, déniisiimii tanimlanacak olursa; t(B,),

M, Uzerinde de bir demet yapisina sahip olur. Buradaki izdisim donlsimleri

arasinda 7 =, o7, esitligi yazilabilir (Salimov ve Kadioglu 2000).

Ayrica (t(Bm),ﬂ'lOﬂ'Z) yari-tanjant demeti karma demet (Poor 1981) ya da step-like

demeti belirtir (Ostianu 1974).

f:B'—> B diferansiyellenebilir bir doénisim ve mE-—>B fibre demeti olsun.

indirgenmis demet veya Whitney ¢arpimi olarak da bilinen pull-back demeti

f'E={(b'e) e BxE|f(b)=x(e)} = BXE
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total uzayi ile verilir (Steenrod 1951; Lawson ve Michelsohn 1989; Husemoller 1994).
Pull-back demetinde 7': f 'E — B' izdiigima ilk degisken olan (b',e) zerine izdtistim
seklindedir, yani ﬁ'(b',e)=b' esitligi bulunur. Pull-back demet veya Whitney
carpiminin daha yiksek mertebeden durumlara genellemeleri “Pontryagin demetleri’
olarak bilinir (Pontryagin 1962). Pull-back demetin ve (t(Bm),ﬁz) yari-tanjant demetin
yukarida yer alan tanimlarindan; yari-tanjant demetin, B, manifoldu Gzerinde tanimli

tanjant demetin 7, izdigim donusimu yardimiyla olugturulmus bir pull-back demeti

oldugu sonucuna varilir (Salimov ve Kadioglu 2000).

Eger,
V4
A —> B
“] %
cC - D

seklinde tanimli bir diagram asagidaki sartlar saglhyor ise bu donisum guzel kare
(good square) belirtir:

i. « ve g fibre demetlerdir (vektor demetleri olmasi gerekmez),

ii. ¥ ve » vektdr demetleridir,

iii. Dénlistimler arasinda T°0 = ﬂo V7 esitligi gegerlidir,

iv. Lokal koordinatlarla ifadesi ise

A 5 B U'xR'xG'xR  U'xgs  (xhalghb) - (x.g)
\J % \2 \! \ 2
T

N

seklindedir. Burada G bir manifold belirtmektedir (Etayo 1991).

Yukaridaki tanimdan asagidaki sonug elde edilir:
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Sonug 4.1.1. ﬂit(Bm) - Bm yari-tanjant demet ve 7 - Mn - Bm keyfi bir fibre demet

olmak Uzere asagidaki diagram guzel kare belirtir:

Ty 7, a « & Ty a "
t(Bm) - Mn MnXTx(Bm) —> Mn (X ’X ’X ) — (X 1X )
o o] i ) b
Ga) 2 B Mo xT(Bn) > B, O3 X%, x*) - (x*)

Yari-tanjant demetlerde lineer konneksiyonlar ve onlarin bazi 6zellikleri (Egrilik,

burulma tensorleri ile lie tlrevleri) Vishnevskii (2002) ve Vishnevskii vd., (1985) de

calisiimistir. Bu calismada ise, (Vishnevskii 2002) tarafindan daha dnce baglatilan Bm

baz manifoldundan (t(Bm), ﬂz) yari-tanjant (pull-back) demetine izdusimli lineer

konneksiyonun tam liftleri arastirilacaktir.

4.2 izdiigiimlii Lineer Konneksiyonun Tam Liftleri

Bu bdlimde daha o6nce Vishnevskii tarafindan baslatilan yari-tanjant (pull-back)
demete izdigumlU lineer konneksiyonlarin tam liftleri ile ilgili katsayilar hesaplanarak,
cesitli lift problemleri ele alinmaktadir.

f, Bm uzerinde tanimh bir fonksiyon olsun. t(Bm) yari-tanjant demeti Uzerinde, f

fonksiyonunun dikey lifti, ' f = f o7z, ve 7:1(B,) = B,, dénustimleri kullanilarak
"f="for,=fomonm,="forx
seklinde elde edilir. Buradan

"E (X, X, XY) = £ (x9) 4.1)

bulunur. Béylece ' T dikey liftinin 7:t(B,)) = B,, izdiisimiiniin her bir fibresi boyunca

sabit oldugu soylenebilir (Ay 2013).
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Mn manifoldunda tanimli f = f(Xa,Xa) fonksiyonunun t(Bm) yari-tanjant demetine

“f tam lifti,
“f =u(df)=x"0,f =0, f
seklinde tanimhdir (Salimov ve Kadioglu 2000).

X =X“0, bilesenleri ile verilen X eJ;(B.) vektsr alaninin

(24

koordinatlara gore t(Bm) yari-tanjant demetine dikey lifti,

WX:(WX"): 0

(4.2)

indirgenmis

(4.3)

bilesenlerine sahiptir. Burada (3.42) ve (4.3) esitliklerinden X'= A(WX) elde edilir (Ay

2013).

Keyfi F 651(Bm) afinoru icin (3.42) matrisinden yF'= A(]/F) esitligi saglanir. Burada

yF, indirgenmig koordinat sisteminde

yF=(yF)" =| 0
ygFga

seklindeki bilesenlere sahip olup bir vektdr alani belirtir.

(4.4)

X = Xa(xf",x“)ﬁa + X*(x*)o, ile tammh bir X ESE(MH) izdisimll vektor alaninin

indirgenmis koordinatlara gére t(Bm) yari-tanjant demetine tam lifti,
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a

X
X =(°°x“)= X (4.5)
y‘o,X*

bilesenlerine sahip vektdr alani belirtir (Vishnevskii 2002). Burada X =X*(X“)0

a

seklinde tanimli bir vektér alanidir. (3.42) ve (4.5) esitliklerinden (CCX = A(CCX) elde
edilir (Vishnevskii 2002; Vishnevskii vd., 1985).

Teorem 4.2.1. X e3(B ) ve YeJ[(B,) izdistimleri ile tanimhi X,Y € 35(M,)

izdUsUmlU vektor alanlari olsun. Lie parantezi igin
cC cc _cc e cc
CXEYT= XY (L y == (L)
esitligi gecerlidir.
[cc X ’cc Y]b

ispat: Keyfi X,Y e 3;(M,) izdisimlu vektér alanlar igin | [*X, Y]’ |, 1(B,) vyar-
[ch,ch]ﬁ

tanjant demette tanimii [*X,* Y]’ nin bilesenleri olmak tizere (X’,X”,x”) indirgenmis

koordinatlarina gére
[cc X ’cc Y]J — (cc X)I al (ch)J _(ch)I al (cc X)J
esitligi yazilabilir. Burada (4.5) kullanilarak, J =b igin

[CCX,CCY]DZ(CCX)|8|(CCY)D—(CCY)|6|(CCX)b )
— (ccx)a aa(ch)b +(°°X)“6a (ch)b _I_(ccx)a 6E(CCY)b

0 0
_(ch)a aa(cc X)b _ (ch)a aa (cc X )b _ (ch)& 65 (cc X)b
T \ 0 )
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_ (cc X)aaa (CcY)b _(CCY)aaa (CC X)b
= X0, Y ~Y“0, X'
=[X.YT

olur. J = g igin, (4.5)den

[ccx,ch]ﬂ — (ccx)l al (ch)ﬁ _(ch)I al (cc X)ﬂ
:(cc X)a aa(ch)ﬂ_l_(ch)aaa(ch)ﬂ +(cc X); a&(CCY)ﬂ

0 0
_(ch)a aa(cc X)ﬁ’ _(ch)aaa (cc X)ﬁ' _(ch)E a;(cc X)ﬁ’
:(ccx)aaa(ch)ﬂ _(ch)aﬁa(ch)ﬂ
=X0,Y" -Y“0 X"
=[X.YY

elde edilir. Son olarak J :B icin, (4.5)'den

[*X.5YY =(X)'0,(*Y)" = (*Y)'0,(* X’
=("X)" 0, (Y)Y + (X)70, (°Y) + (FX)" 0, (°Y)
S
—(°Y)?0,(* X)” = (*¥)0,(* X)” = (*¥) 0, (* X)"
St 21
=X“0,(y°0,Y")+y0,X“0-y" o, Y”
5
-Y“0,(y‘0,X")-y°8,Y 0-y" 0, X”
5

=y’ X“8,0Y" +y"(8,X7)(8,Y”)

~y*Y“0,8,X” —y*(2,Y7)(0,X")
=y°0,[X,YY

elde edilir. “[X,Y] nin t(B,) deki (Xb,Xﬁ,X’E) koordinatlarina gére bilesenleri
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[X,]
“IX,Y]= [X,Y]ﬂ
Vo, X Y]

seklinde olup [« x = y]==[X,Y] esitligi gosterilmis olur.

Teorem 4.2.2. X € 35(M, ) izdustimlii vektér alani ve keyfi F € 3;(B, ) icin
[“X,7F1=7(LF)

esitligi gegerlidir. Burada va X e gore Lie tlirev operatoruddr.

ispat: Keyfi X €3L(M,) izdusimlii vektsr alani ve FeJ;(B.) igin (X’,%x”,x")

[CCX,}/F]b
koordinatlarina gére t(B,) tzerinde tanimhi [* X, 7F]’ in bilesenleri [*X,yF]’ | olmak
[*X,7FY
Uzere
[“X,7FT' =(*X)'8,(yF)" = (yF)' 8, (“ X)’
esitligi yazilir. Burada (4.4) ve (4.5) kullanilarak, J =b igin
[“X,7FT =(*X)'0,(yF)" =(yF)' 3, (“ X)’
=(“X)*0, (7F)" +(*X)"0, (yF)" +(*X)? 0, (yF)°
0 0 0
—(7F)* 3,("X)* = (F)" 0, (" X)* = (yF)" 0,(" X)°
0 hxor—‘ T
=0

elde edilir. J = g igin, (4.4) ve (4.5) kullanilarak
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X 7FY =(X)' 8, (FY -0F) 8, (XY
= (“X)'0, /F)" +(*X)*3, /F) +(*X)“0, (/F)’

~(rF) 0,0 X) = (7F)" 0, (* X) = (rF)" 0, (* X)"

=0
elde edilir. Son olarak, J :B icin (4.4) ve (4.5) kullanilarak

[“X,7F1 = (*X)'0,(yF)’ ~(yF)'0,(*X)”

=("X)"3,(yF)" +(*X)“d, (yF)’ +(“X)“ o.y" F/
—

0 5

—(/F)*0.(* X)) = (7F)" 0,(*X)’ = (7F)* &, (*X)"
0 0 YRS yo,x”
= X“0,y°F/ +y'0,X“F/ —y*F*0.y*0,X”
%
= X0,y°F/ +y°8_X“F/ —y*F“d X"
=y°(X“0,F/ -8,X"F* +0,X“F/)
=y (L«F )gﬂ

bulunur. 7 (L, F) nin t(B,) deki (Xb,Xﬁ,XZ}) koordinatlarina gére bilesenleri

seklinde olup [ X,7F]=y(L,F) esitligi gésterilmis olur.
p:Y - M fibreli manifold olmak tizere eger M Uizerindeki klasik lineer konneksiyon z
ye pP-—iligkii olan Y (izerinde tanimhi V klasik konneksiyonu varsa, V

konneksiyonuna P ye gore izdisimli konneksiyon denir (Wlodzimierz ve Tomas
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2009; Bednarska 2013). Bm baz manifoldu Gzerinde tanimli T(Bm) tanjant demetinde,

z konneksiyonu Bm uzerindeki klasik lineer konneksiyonu tanimlar (Mikulski 2007).

X,Ye3(M,) ve XY eSt(Bm) vektor alanlari igin TpeX =Xop ve TpeY =Yop

olmak uUzere

TpoV. Y :(YXY)O p
esitligi bulunmaktadir. Keyfi X,Y ES(l)(Bm) icin

T(X,Y)=V,Y =V, X [X,Y]

olmaktadir. Yukaridaki tanimdan V, (P=7,:M, = B,)) B, tizerinde izdistimli lineer

konneksiyon belirtir.

t(B,) yari-tanjant demette keyfi X,Y € J;(M,) izdiistimlii vektor alanlari icin

“V. Y =" (YY) (4.6)

oy

esitligini saglayan “V izdusumlu lineer konneksiyonu bulunabilir (Vishnevskii 2002;

Vishnevskii vd., 1985). Burada (3.42) esitligini saglayan konneksiyon katsayilari lokal

koordinatlar yardimiyla hesaplanabilir. Faﬁy lar Bm baz manifoldundaki (Xa) lokal
koordinatlarina gore Y konneksiyonun katsayilarini ve CCFIJK lar ise t(Bm) yari-tanjant

demetteki  (X*,X*,X“) indirgenmis koordinatlarina gére Vv izdisimli lineer

konneksiyonun katsayilarini belirtmektedir.
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[ J
Mn Uzerindeki (Xa,Xa) lokal koordinatlarina gore, sirasiyla, X ve Y bilesenlerine
sahip X €3;(M,) ve Y eI (M,) izdiisimli vektér alanlarinin t(B,) yari-tanjant

demetine X ve Y tam liftleri (X%,X%,X“) indirgenmis koordinatlara gére

X Y
“XloX® %Yoy
yb‘agxa yé‘agYQ

bilesenlerine sahiptir. t(Bm) yari-tanjant demette (Xb,Xﬁ,X'B) indirgenmis koordinatlara
gore “X 'V, =Y’ =X'V,Y? esitligi
lce b
CXUVEY X2y yb

CCXICCVICCYﬂ — XazaYﬂ

CC)('CCV'CCYE yﬂaa(xazaYﬁ)

bilesenleri ile ifade edilir. Burada (3.42) esitligini saglayan konneksiyon katsayilari

cc b _ cc b _ cc b _ cc b _ cc b _ cc b _ cc b _ cc b _
I, .="T,, = Fa;— r, .= Fa;— r->.="Tr_—" = r-°-=0,

ay
ccraby — Fab7:
TS ="Tf, = Ccraﬁ; =T,/ = ccraﬂ; =T/ =T/, = ccraﬂ; =0,
Ccraﬂ}/ = Faﬂy’

_ _ _ _ _ _ 4.7)
ccraﬂc — ccl—\a/}}/ — ccraﬂ — ccrmﬁC — ccraﬂc — ccraﬂ; — O,

7
ccr B _ B
r.=r’,

B e B
“r,, =y‘o.,r

s a y!

ccr B B
FE y_l“a y

seklindedir. (3.42), (3.44) ve (4.7) kullanilarak
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CCFI'JIK' = AEI]A:AE CCFIJK + Aj]Af CCFI'LIK'

konneksiyon dondsim  kuralimin  saglandigr  gorilur. Burada | =(a,a, o)

J=0m,A, 8 K=(c,r 7): L=(d,qp, ) iletanimhdir ( Vishnevskii 2002)
Ispat: (3.42) ve (3.44) esitlikleri dikkate alinarak Ccl“a.ﬁ'y, bileseni

©F 7 NAN ST P N APST 6 AFATST o AP AR D @
r,/, =AAN TS + N AT+ ACAST, 7+ ACAL T, 7
H_J %/_/

y°o,r.7, 0 Yo, 7,

I
h?\

ALY DTS+ AALYT, + ACALY BT,

—Y O A AT, AL ALYB, T, .

=N ANyo,r/ —yo,”, +yor,”,

— e p
=y'o,l',",

bigimindedir. Buradan °°rfy=ygagrf7 bulunur. e 2 katsayllarinin = diger

bilegenleri de benzer yolla bulunabilir.

(3.42) ve (3.44) esitlikleri yardimiyla (4.7)deki F,JK bilesenleri yari-tanjant demette

izdisUimlU lineer konneksiyonu tanimlar. Bu izdisimlld lineer konneksiyon, V

izdUsUimlu lineer konneksiyonun t(Bm) yari-tanjant demete tam lifti olup “V ile

gOsterilir.

Teorem 4.2.3. Eger T ve R, sirasiyla, V nin burulma ve egrilik tensorleri ise, “T ve

“R de, siraslyla, Vv nin burulma ve egrilik tensorleridir.

ispat: Keyfi X,Y,ZeJ;(M,) izdiisimli vektér alanlari icin, (4.6) ve Teorem 4.2.1

kullanilarak
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°°T(°°><, °°Y)= “(r(x.v))
=" (v Y -v, x-[x.Y])

=V, Y- °°VCEY “X —[CCX, CCY}

X
CCR(CCX,CCY)CCZ - CC(R(X,Y)Z)
- (VXVYZ -~V V. Z —V[mz)

cc cc cc

:CCV CCV Z_CCV CCV Z_CCV
ey ey ey © g [CCX'CCY}

esitlikleri elde edilir. Béylece Teorem 4.2.3 ispatlanmis olur.

T burulma tensoérinin lokal koordinatlari Tayﬂ ve R egrilik tensorinin lokal

koordinatlari Rawﬂ olmak tizere

p_r F p
T, =r,/, -1/,

B _ B B 2 plt BT ¢
R, =0,% -or/ +T /¢ T /T

a ¢y e 7y 4 ag

esitlikleri bulunmaktadir. Bu esitlikler yardimiyla t(Bm) yari-tanjant demette indirgenmis

koordinatlara gére Vv nin T burulma tensoérinin T,.” bilesenleri,

—
S
X
Il
—
=

(4.8)

—
]
R
Il
<
™
(o))
_|
=

Tayﬂ = T s
seklinde tanimli olup diger tim bilesenler sifira esitttir.
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Ayni sekilde Vv nin “°R egrilik tensériiniin r,..’ bilesenleri,

Ree = Ry,
Rue = R,/
Rud = YR,
Ra;,pE = R,
Rayaz = R,
Rayy, = R,
seklinde taniml olup diger bilesenler sifir olur. Burada | = (a,a, @), J = (b, 3, 5);

K =(c,7,7) V& L=(d,q, ) Olarak tanimlidir.

X eSé(l\/ln), M. tizerindeki izdtistimlii bir vektdr alani olsun. X izdiistimli vektor

HH
alannin X vatay lifti {(M,) tzerinde

HH

X ="X-y(VX) (4.9)

ile tanimhdir. Burada V, Bm diferansiyellenebilir manifoldunda izdisimll simetrik

cC
lineer konneksiyondur. X ve 7(VX)vektér alanlarinin, t(B,) yari-tanjant demetteki

(x*, x*, x*) lokal koordinatlarina gore bilesenleri, sirasiyla,

X 0
“xz(“x'): X“ | A0 =(pvx)')=| 0
yé'agxa y(fvgxa

seklindedir. Burada VX, X “ nin kovaryant tiirevi olup

£\ _ £ s £
(V,X5)=8,X+ X T 7,
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HH
seklinde tanimhidir. Boylece X izdlisimllu vektér alaninin X vyatay lifti t(Bm) yarl-

tanjant demetteki (x2, x~, x*) lokal koordinatlarina gére

a

X
HHX:(HHXI): Xa
-, X’

bilesenlerine sahiptir. Burada I'*, = YT %, ile tanimlidr.

Teorem 4.2.4. X € 3;(B.) ve f €3 (B,) icin

i ccvwxvv]c :0’

i. “v, “f="(V,f)

esitlikleri elde edilir.

ispat: i. X € 34(B,) ve f e3(B,) icin (4.1) ve (4.3) kullanilarak

CCV Wf :VV X| CCVIWf

\NX
:W XaCCvan +W XD{CCVan +W X&CCvan
=" X0, f+" X0, +" X0 f
0 0
0
=0
elde edilir.

i. Xe3;(B,) ve fe3N(B,) icin (4.2) ve (4.3) kullanilarak

ccvwxmf _ wx(cc.f)
:W Xlal CCf
_w XaaaCCf W Xaaamf W XaaECCf
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ZWXaGaCCf +Wxaaacc.|: +WX;85°°f

0 0 NG
=X"0_y'0,f =X"5)0,f =X"0,f
=" (xf)
=" (Vi f)

elde edilir.

Teorem 4.2.5. X , M, manifoldu tizerinde izdiisiimlii vektér alani ve f € 3(B.) olmak
Uzere

VL= (),

CCX

i “V, “f = CC(fo)

CCX
esitlikleri elde edilir.

ispat: i. f €30(B,)ve x, X € J;(B,) izdistimi ile tanimli M, Gzerindeki izdistmli
vektor alani olmak Uzere (4.1) ve (4.5) kullanilarak
cc w ce w cc I w
Ve, V=X (V)= X o, f
= X 0, f +° X8, " += X “0_"f

=X 0,f+X“0,f +y"a, X“o_f
0

=X, f

elde edilir.

i. fe3)(B )ve x, Xe3J(B,) izdisimi ile tanimhi M, iizerindeki izdisimli

vektor alani olmak Uzere (4.2) ve (4.5) kullanilarak
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“v,. Of="X("f)=" X 0,*f
== X 0, f +° X "0, f +* X"_ = f
=X"0,(y'0,t)+X“0,(y"0,t)+y’a,X 0. (y"0,f)
=X'0,y"0,1 +X“0,(y"0,1)+y'0,X“0-(y"0,1)
=y (X 8, +X*3,)0,f +y"0,X“570, f
=y/0,(X 0, +X“0,)f +(y"9,X)0, f

y’0,(X 8, 1)

“(x1)

(v, f)

X

elde edilir.

Teorem 4.2.6. X,Y € 3;(B,) icin

“V, "Y =0

WX
esitligi gecerlidir.
ispat: X,Y €34(B,) icin (4.3) ve (4.7) kullanilarak
w X Iccv wa 0
|

leCCVIWYﬁ' — 0
WXICCVIWYE wya ccvawYﬁ Wy ccvawY,? W X&ccvawYﬁ
0 0

cc V WY

0 0
= 0 =0
Xa’(a;VVYﬁ +CC FaEKWYK) 0
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seklindeki bilesenlere sahip, “V. Y =0 esitligi elde edilir.
Teorem 4.2.7. X, X eSt(Bm) izdustumii ile tanimli M, (izerindeki izdiistimlii vektor

1 )
alaniolsun. Y € 3,(B,,) olmak tizere

V., MY ="(V,Y)

esitligi gecerlidir.

ispat: X , M. tizerinde izdiistimlii vektor alani ve Y € St(Bm) olmak lizere (4.3), (4.5)

ve (4.7)den
cc X IcchWYb
CcvchWY —| ¢ X IcchwYﬂ
% ICCVIWYE
0
p—t O

ccxaccvawYﬂ 4 XaccvaWYﬁ CE CCV;WYﬂ

0

= 0

X2@,"Y” +° T2 Y )+ X (3, "Y”
5T, Y )+ (y 0, X ) @,/ +° T 2 Y K)

= 0
S CACE S VR AR AR L SRR T
4

0 0 0 M4
0

+X ¢ (aaWYﬁ +CC 1—‘otﬁKWY K) + ( ygagx ¢ ) (a;WYﬁ +CC rgﬁKWY K)
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0

= 0
n w w w o
Xa(aavaﬂ+ccraﬂC Yc-l-ccraﬁy YJ/_I_CCl"aﬁ'; YJ/)
— —_——
0 raﬂv 0

+(y0,X )@Y/ +5 TS ™Y )

0
= 0
X“0,"Y"+T,7 ™ 7)+(ya,X)

@ "YPyor f ye e My ep sty
a 0 a a a y

%/—/ %/_J
0 0 0
0
= 0
a B B
X“@NY"+T, yYy)
0
= 0
(VY
=W(VXY)

seklindeki bilesenlere sahip olan “V. "Y ="(V,Y) denklemi elde edilir. Burada

K =(c,7,7) ile tanimiidir.

V izdiisimli lineer konneksiyon olmak lizere X eSt(Bm) izdistimi ile tanimh M,

Uzerinde izdisumli vektdr alani verilmis olsun. X izdisimll vektdr alanina gore Lie
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tirevi tanimindan | v, Sé(Bm) nin bir elemani olup keyfi Y,Z e J5(M,)

izdUsumlU vektor alanlari igin

(LYY, Z) =L, (V, 2) =V, (L, Z) =V, 12 (4.11)

esitligi gecerlidir.

Eger L v=o ise X= Xa(xf",x“)ﬁa +X*(x*)0,, bilesenleri ile verilen X e 3;(M)
(Vishnevskii 2002) izdisuimlu vektor alani, V izdisumliu lineer konneksiyonuna sahip

m-boyutlu Bm manifoldunda bir infinitesimal lineer dontsuim (affin tanimindan) Tanaka

(1969), Vishnevskii (2002) olarak adlandirilir.

Teorem 4.28. V, Bm Uzerinde izdisumll lineer konneksiyon olmak Uzere

X,Y,Z € 3;(M,) keyfi izdustimlii vektdr alanlar igin

(L, YD) =" (L. 2)
esitligi gecerlidir.

ispat: (4.6) ve Teorem 4.2.1, (4.11)'de yerine yazilirsa

(L V)Y, Z)=L, (V,2)-V, (L Z)-V

Y

]

esitligi elde edilir. Buradan,

(L., “W(Y,“2)=L. (*V. “2)-*V. (L. “Z)-V

[CCX’CCY:|

=L. (“(V,2)- V. (*(L2))- Vet

(L,2) (VY(LXZ))—CC(V[XYY}Z)
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- (LX(VYZ)—VY(LXZ)—V[MJZ)
= ((LV)Y.2))
seklinde bilesenlere sahip oldugundan, (L“x CCV)(CCY, CCZ): CC((LXV)(Y,Z)) esitligi

elde edilir.

Yukaridaki teorem kullanilarak Teorem 4.2.9 elde edilir.

Teorem 4.2.9. Eger X € J3(M,) izdusiimlii vektdr alani V  izdiisimli lineer
konneksiyonu ile birlikte verilen t(Bm) yari-tanjant demetinin bir infinitesimal donusimu

ise X vektdr alani da Vv izdiisiimlii lineer konneksiyonu ile birlikte verilen t(B,)

yaril-tanjant demetinin bir infinitesimal déntsumaddr.

Teorem 4.2.10. X ve Y sirasiyla, X € 3;(B,) ve Y € 34(B,) izdisimleri ile taniml

Mn uzerindeki izdigimlu vektor alanlari olmak Gzere

i “v,, MY =0,
ii. “V,, Y =" (V,Y)

esitlikleri gecerlidir.

(CCVWXHHY)b
i i XY eSH(M o HH v \P t(B) . b up B
spat: i. X,Ye3,(M,) ve ( Vi, Y) , 1(B,) yari-tanjant demette (X°,X”,X")
cc ﬁ
0.

indirgenmis koordinatlarina gére CCVWX 1Y nin bilesenleri olmak izere
HHy ) HH P HH a HHy
(VY] = XAEY Y oy Y x ey By
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esitligi gecgerlidir. Burada (4.3), (4.7) ve (4.10) kullanilarak, J =b igin

(CCVWXHHY)b _wya CCVaHHYb N CCVaHHYb 4w XECCVEHHYb
0 0

HH ¢ HH 7 HH 7
=XMOY A+ T Y L, Y T Y
0 0 0 0

=0

elde edilir. (4.3), (4.7) ve (4.10) kullanilarak, J = g3 i¢in

(CCVWXHHY)ﬂZWXa ccVaHHYﬂ_'_an ccvaHHYﬂ_'_w XECCVEHHY'B

0 0
HH _,¢C HH 7 HH 7
=X Y+ Y +*T.7 Y +°°F;ﬂ; Y")
0 0 0 0

=0

elde edilir. Son olarak (4.3), (4.7) ve (4.10) kullanilarak, J =E icin

HHY)ﬂ _wya ccVaHHYE_I_vaa ccvaHHYB_I_W X&CCV&HHYE
0 0
= X2(@MYP oo P My pep 7oy ep 5 Ty

T T v \ ,
T 0

ay

(°°v

VVX

— e B s
=X -o.y°T[,/ Y +T /Y7
5

=X*(-r,/Y7+T,” Y7)
=0

elde edilir. Bdylece “V,,, ™Y =0 esitligi gésterilmis olur.
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(CCVHH XwY )b

i. X,Ye3(M,) ve ("CVHHXWY)ﬂ , 1(B,) vyar-tanjant demette (Xb,Xﬁ,Xﬁ)

(CCVHH XWY )B

indirgenmis koordinatlarina gére (°°VHH XWY) nin bilesenleri olmak lizere

(CCVHHXWY )J _HH XaccvawYJ HH X“ ccvawYJ 4 HH XaCCVEWYJ
esitligi gegerlidir. Burada (4.3), (4.7) ve (4.10) kullanilarak, J =b igin

b a a
(CCVHHXWY) _HH XaCCVaWYb-l-HH X ccvawa_l_HH X CCV;WYb

_ya wyb | HH b wyc , HH b wyy , HH b Wy

= X0, YA Y T, Y AT YY)

0 0 0 —_—

a wy/b | HH b wyc , HH b wyy , HH b Wy »

+X90, Y AT Y AT YT+ TR YY)
0 0 0 “ 0 ;

; —

+HH x (aa WYb +HH l—w&bc WYC +HH l—wab}/ WY}/ + HH l—wab;WY}/)
0 0 0 \_0 )

=0

elde edilir. (4.3), (4.7) ve (4.10) kullanilarak, J = g3 i¢in

(ccVHHXWY)ﬁ _HH Xaccva WYﬂ+HH Xaccva wYﬂ+HH X;CCV; vaﬂ

0 0 0

-
= X0, MY M Y A YT+ T ST
0 0 0 - O J

a Wy B | HH B wyc , HH B Wyy , HH 8 Wy
+X(8a\0(+ Facz)(Jr FayZJr LY
0

a - -
+MH X (6- wy B | HH rfﬂc wye HH [ f wyy  HHp B Y7)
a [2% a vV a y
0 0 0 \_0 )

=0

elde edilir. Son olarak (4.3), (4.7) ve (4.10) kullanilarak, J =E icin
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Py teo wy By ;
(FVi, MY)=XTOT Y Xy my P ey ey
B w B w 2 Vv
— Xa(aaYﬁ +cc Faﬂc Yc +cc raﬁy Y7 + ccraﬂ; Y}’)

0 : °

a B, cc B Wy cC ,ccC B Ww 7y , CC B W\ ¥
+X(6aY+FaCZ+Fa7Z+Fa;Y)
T;—JYV
ay

_ _ W -
+XAO-Y +° T VYO TS WY 4 e AT
a a a 7 a y

0 ° e

= X“(@aYﬂ +FaﬂyYy)
:(VXY)ﬂ

bulunur. (Xb,Xﬁ,Xﬁ) koordinatlarina gére t(Bm) Uzerinde VV(VXY) nin bilegenleri

seklinde olup “V,,, ™Y =" (V,Y) esitligi gosterilmis olur.

v, Bm Uzerinde izdisumlu lineer konneksiyon olmak Uzere yatay liftin (4.9) tanimindan

ve (4.8)den keyfi X,Y € 3;(M,) izdustimlii vektér alanlari igin
“Vr, MY = (VY + 7R X)Y)

esitligi elde edilir. Burada R(, X)Y, Bm tzerinde (1,1) tipli bir F tensor alani olup keyfi

Z € 3;(B,,) vektdr alani igin F(Z) = R(Z, X)Y seklinde tanimlidir.
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HHX @, HHY +cc1—~b HHYK)

ispat: X,Y ES%)(M“) ve | M x' @, HH y 7 +°r” HHYK) , '[(Bm) yari-tanjant demette
K
HH X (aIHHY +CC FI,BKHHY )

(x°, X7, x”) koordinatlarina gére °°VHHXHHY nin bilesenleri olmak iizere

cc HH
M V,Y) =(%V, M)
esitligi gegerlidir. Burada (4.7) ve (4.10) kullanilarak, J =b igin

HH
(VYY) (“VHHX Y)
_HH % (8 HHY +ccl—~b HHYK)
_HH (6aHHY +ccrabKHHYK)
a b a b
LHH Y (aaHHY +ccl—~abKHHYK)+HH X (aaHHY _l_ccrabKHHYK)

=X @Y+ T Y e My e e My

a b HH HH 7
+HH X (aaY + CCFab Y +CC F b HHY + CCr b Y )
0

0
a b HH _, ¢C HH 7 HH 7
+MXTO-Y AT Y T Y 0T,y
o a a7V a y
o T —_—— —_—

0 0
a b b
=X“@,Y +L,°Y7)

_ HH (VXY)b

elde edilir. (4.7) ve (4.10) kullanilarak, J = g igin

HH
(v, (°°VHHX Y)
_HH (8 HHY +ccl—~ﬂ HHYK)
_HH ¥ (aaHHY 4o raﬂKHHYK)

HH X“(aaHHYﬂ_l_cc FaﬁKHHYK)_I_HH X“(aaHHYﬁ_I_cc F&,BKHHYK)
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P S AT WAL SR A

R = —
R S A LR WANANTS VS WS
0 #/
0
T S A R W A s D)
0 0 0 0
—_ Y B Byr
=X*(@,Y"+T, Y)

_ HH (VXY)ﬂ

elde edilir. Son olarak (4.7) ve (4.10) kullanilarak, J :,7)’ icin

7 B
HH (VXY),B =<cchHXHHY)
_HH XI(aIHHY'B_'_cc FIBKHHYK)
_HH Xa(aaHHY/’,_'_cc raEKHHYK)
a B i K o B i K
+HHX (aaHHY +CCraﬂKHHY )_l_HH x (a&HHY _}_Ccl—\&ﬂKHHY )

__HH a iy | e p e e PH7 | 5 HH r
=" X (0,Y +°I, Y +70 Y +70 YY)

Cc

0 0 0
a B - HH ¢ - 7 - HH %
XY A T Y T Y T oY)
0 y
r,’,
a B — HH ¢ - HH _ » - HH ¥
+MXE-Y T T Y T Y T YY)
a a a vV a y
0 r? 0

=X a(aa(—ygrfq,W)) +X“(0, (—ygl"g%Y“’)
+y°0,I, " Y N+T,/ (-y°T,7,Y7)
+(=y°T,* YY) (@, (-y°T,  Y)+T 7 Y)

= X*((-0,I.7, )y Y*)+ X“(=0,I 7, )y*Y?)
-y X/, 0,.Y%)-yT,/,0,Y")
+X(0,T, )y Y =XT, T/ yY)

_yayoyE B B g o B o

_X Y y (_aarg ¢+agra ¢_Fa O'FS ¢+Fe arg ¢)
I/, L7, XY -T 7 y*Xd,Y*

= YRS XY+ (VY

91



bulunur. HH(VXY)+;/(R(,X)Y) nin t(B,) vyar-tanjant demetteki (Xb,Xﬁ,XE)

koordinatlara gore bilesenleri

HH (VXY)b O
VY )+ (RGX)Y) = (VLYY |+ 0
X X
HH (VXY)E ymefan"’

seklinde olup “V,,, ™Y =""(V,Y)+7(R(,X)Y) esitiigi gdsterilmis olur.

4.3 izdiigiimlii Lineer Konneksiyonun Yatay Liftleri

Bm baz manifoldunda V izdlusumli lineer konneksiyonu verilsin. V konneksiyonun
t(B,) vyar-tanjant demette yatay litini "™V seklinde asagidaki sartlar ile birlikte
tanimlayalim. Her X,Y € 3;(M ) icin,
(I) HHVWXWY :O,
(i) ", MY =0, (4.12)
(i) "V MY =" (YY),
(v) "V, Y =TV, Y).
Eger her X,Y € 3;(M,) icin
HH cc

S(X,Y)=""V. Y -"V Y (4.13)
olarak alinirsa Teorem 4.2.6, Teorem 4.2.10 ve (4.13) kullanilarak t(Bm) yari-tanjant
demetteki (1,2) tipli s tensori, VX,Y € (M, ) igin
i) S("X,"Y)=0,
i) S("X,"Y) =0, (4.14)
Giiy S(MX,"Y)=0,
i) S("X,"™Y)=—(R(, X)Y)

92



sartlarini saglar. Bu nedenle s tenséri t(B,) yar-tanjant demetteki (X°,x”,x")

indirgenmis koordinatlara gére

So” =—y*R,” (4.15)
digerleri sifir olacak sekilde S|KJ bilesenlerine sahiptir.
“V konneksiyonunun CCFIJK bilesenleri (4.7) ile verildiginden, V izdlisimli lineer
konneksiyonunun "v yatay liftinin  t(B,) yari-tanjant demetteki (Xb,Xﬁ,XE)

indirgenmis koordinatlara gére

HHp~b _ HHpb _HH~b _HHp b _HH- b _HHp b _HHp b _ HHp b
Ioe="T,,="T,-="T,/.= Fa;— ="1T-="T

-0,

” 7 (4.16)
HH Faby _ Faby’
HH Faﬂc _ HH raﬁy _ HH Faﬁ; _ HH Faﬁc _ HH Faﬂ; _ HH F&ﬁc _ HH l—\;ﬂy _ HH Fgﬂ; 0,
HH Faﬂy _ Faﬂy:

HH~ f _HHp B _HHpP B _HHp B _HHp B _HH B
r/.="r/ ="r/ ="r/ ="r’ ="’ =0

7 a

HH 3 _ 1 B
r/.=r/,

HH B e B & B
r,/,, =yor,;,, -yR

& ay cay !

HH 3 _ 1 8
Fay—Fay.

seklinde "I, bilesenlerine sahip oldugu (4.13) ve (4.15)dan elde edilir. Burada

HHF|JK, t(Bm) de "™V nin konneksiyon katsayilaridir.

ispat: Gergekten de (4.7), (4.13) ve (4.15) kullanilarak ™" ny bilesenleri igin

S,/ =M _er ]

-y'R,, ="/ ~yar/,

“r/, =yor./ -yR,".

olacak sekide ™I/ =y°0,I/ —y°R,’ elde edilr. Benzer olarak, "I’ nin
diger bilesenleri de kolaylikla bulunabilir.

Teorem 4.3.1. X,Y € J;(B,) icin

HHV WY:0

WX
esitligi gecerlidir.
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( HH Vw vaY )b

ispat: X,Y e3;(B,) ve (HH V.Y )ﬂ , 1(B,) yar-tanjant demette (x°,x”, XE)
( HH v, vaY )ﬁ

koordinatlarina gore (HH Vi Y )J nin bilesenleri olmak lzere

(HH VWXWY)J _w xa HHVavaJ LW x @ HH VaWYJ WX HHVEWYJ
esitligi gecerlidir. Burada (4.3) ve (4.16) kullanilarak J =b igin

(HH VWXWY )b

WXaHHVa wa+W X @ HHva vab+w X&HHVa WYb
0 0 0

=0
elde edilir. (4.3) ve (4.16) kullanilarak J = g igin

(HHVWXWY)ﬂ _ wya HHva Wy W ya HHva wy B W X& HHV; wy f
0 0 0
=0
elde edilir. Son olarak, (4.3) ve (4.16) kullanilarak J :Z’ icin

(HHVWXWY)/B _ wya HHvawYﬁ_'_an HHvawYE_'_w X @ HHv;WYﬁ

0 0

W=
= XUO.YF M P A wye i A owyy  HR S Myry
a a a vV a y
0 ’ Ty

= 0
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.2. Y , Bm tzerinde Y izdisimine sahip |V|n manifoldunda bir izdisimlu

3} 1 }
vektor alani olsun. X € 3,(B,,) olmak iizere

HH v ) HHy _ o
esitligi gecerlidir.

b
(HHVWXHHY)
; ~ B .
ispat: Y eJy(M,), Xe3(B,) ve (HHVWXHHY) , 1(B,) yari-tanjant demette
(HHV HHY)E
WX
_ J
(Xb,Xﬁ,Xﬂ) koordinatlarina gore (HH VWXHHY) nin bilesenleri olmak Gzere
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(HHVWXHHY)‘] _w ya HHvaHHY‘] LW HHvaHHYJ LW HHVaHHYJ
esitligi gecerlidir. (4.3), (4.10) ve (4.16) kullanilarak J =b icin

(HHVWXHHY)b _ wya HHVaHHYb+WXa HHvaHHYb+wX5 HHVEHHYb
0 0 X
u HH ¢ HH HH o
= XO@Y + M Y L Y T Ty
0 0 0 0
=0
elde edilir. (4.3), (4.10) ve (4.16) kullanilarak J = g igin
(HHVWXHHY)ﬁ _ wya HHvaHHYﬂ+wxa HHvaHHYIB+wX5 HHv;HHYﬁ
0 0 X
= XX+ M Mye s My s My
o % T ;
=0
elde edilir. Son olarak (4.3), (4.10) ve (4.16) kullanilarak J =/ igin
(HHVWXHHY)E _ wya HHvaHHYE_i_WXa HHvaHHYE+va; HHVaHHYﬁ

0 0 NG

2 HH Z 2 HH -
X(—0-y T,0 Y7 4 WA Ty e Wi P f By 7 i 7 Ty 7y
7

—
8L 0 0
= -XT, Y’ +X°T,/ Y’
=0

bulunur.
Teorem 4.3.3. X ve Y sirasiyla X € 3,(B,) ve Y €J;(B,) izdisimlerine sahip

M n manifoldu Gzerinde izdisimlU vektor alanlari olmak tzere

HHV HHY _ HH (VXY)

CCX

esitligi gegerlidir.

b
(HHVCCXHHY)
ispat: X,Y € (M iy may ) 4B ) - b P xP
spat: X,Ye3J;(M,) ve ( Ve Y) , +) yari-tanjant demette (X°,X”,Xx")
B
(HHVCCXHHY)

J
koordinatlarina gore (HH \% HHY) nin bilesenleri olmak tizere

CCX
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(HHVCCXHHY>‘] _cc XaHHVaHHYJ Loy HHvaHHY‘] e X& HHVaHHYJ
esitligi gegerlidir. (4.5), (4.10) ve (4.16) kullanilarak J =b igin
(HHV HHY)b _ ooyt HH VaHHYb ooy HH VaHHYb oo XE HHV;HHYb

CCX
_ aHHy HHy P @ HH g HHyP e @\ HH g HHyP
= XY YT Xty Y (yea, X ) v Y

= XP@Y"+MI L Y M Y Py )
0 0 0

X0, + ML Y L YT+ T oY)
— — —
0 rb 0

a

+(Y0X )@Y+ ™M P Y 4+ TP Y7 Py 7y
0 0 0 0

= X ”aaYb + X O’FabyYy
a b b
= X“(a,Y°+L,’Y7)
elde edilir. (4.5), (4.10) ve (4.16) kullanilarak J = g icin
(HHV HHY)ﬂ ey ¥ HH HHYﬂ+cc X & HHy HHYﬂ+cc X;HHviHHYﬂ

CCX
_ XaHHVaHHYﬁ_'_Xa HHVQHHY/}+(ygagxa)HvaHHYﬂ
= X'@Y/+"MT Y+ M Y T Sy

o 5 T
0
IS S CALESS WA ST WA
— — \__/7
0 r,’, 0
+(y°0,X)(@,Y” + ™I L Yo+ T Y7 4 M S Y7
-—— \ J

—_—
0 0 0 0

= X“9Y’+XT,/ Y7
= X“(0,Y/+1,/Y7)

elde edilir. Son olarak (4.5), (4.10) ve (4.16) kullanilarak J =E icin

96



a B a B a B
cc X HH VaHH Y +CC X HH vaHHY +CC X HH VEHHY

(HHV HHY)E
XMV (=y T Y )+ XY (—y T, Y )
+(ygagxa) HH V; (_yal—*gﬁgYa)

= —Xaaargﬁg yY?-X?*0,y* FgﬁgYG —Xal“foyg 0,Y°
0 0 0

—X“O T/ yYT—X“0,y°T” Y°=XT/ y0,Y°

a & O

0

+X“y0,r, Y -X“y0 " Y°+X“y?0, T/ Y°

(2 a” ¢ o
a BT ¢ yo,xe BT ¢yo_XoT B T o yeys
-Xeyr LY+ Xeyr 2L f Y7 =XT " T,°,yY
-,/ y’X“0,Y°+T,/ y’X“0,Y°
= I,/ y'X*Y7+T /L Xy

bulunur. Béylece "v_ HHy =™ (V4Y) oldugu sonucuna varilr.

e x

Teorem 4.3.4. X , B, manifoldundaki X izdustimii ile M, Gzerinde izdiistimli vektor

alani olsun. Y eSt(Bm) olmak lizere
W w
TV, MY =T (YY)
esitligi gecerlidir.
HH wy \°
(""Viu, Y)

B

ispat: X e 3y(M,), YeT(B,) ve (HHVHHXWY) , 1(B,) vyar-tanjant demette

HH %% B
( V““x Y)
b f ﬁ . . HH wor D A . . ..
(X*, X", X”) koordinatlarina gére ( A4 Y) nin bilesenleri olmak Uzere
J a a a
(HHVHHXWY) _HH y HHVaWYJ_l_HH X HHvawYJ_l_HH X HHV;WYJ

esitligi gegerlidir. (4.3), (4.10) ve (4.16) kullanilarak J =b icin
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(HHVHHXWY)b — HH XaHHVaWYb+HH XaHHvaWYb+HH XEHHVEWYb

w o
— Xa(aa WYb +HH Fabc WYC +HH Fab}, WY}/ + HH Fab}j Y;/)
0 0 0 — s )

+X°’(aa wyb | HH rabc wyc | HH raby wy 7 4 HH rab;WY;)
0

0 0 —
0

HH Xa(ﬁa wyb | HH r;bc wy e 4 HH r;by wy 7 HH FED’WY;)
0 0 0 \_O,__y,
=0
elde edilir. (4.3), (4.10) ve (4.16) kullanilarak J = g i¢in

(HHVHHXWY)’B _  HH Xa HHVaWYﬂ+HH X"‘ HHvaWYﬂ+HH X; HH y7_wy 4
— = =
— Xa(éa Wzﬂ +HH Faﬁ'c WOYC +HH Faﬂy WZ}/ + HH Faﬂ; Y;/)
0
+X @, MY/ ML Y AT S YT L M Py )

0 0 0 —
0

a w -
FHH X (0 WY PR D A Wy e JHR D B wyy BRI 6 Ty 7y
a 0 a 0 a }’%0 — a y
0

= 0

elde edilir. Son olarak (4.3), (4.10) ve (4.16) kullanilarak J =/_3 icin

a = a = a =
HHX HHVa WYﬂ+HH X HHva WYﬁ+HH X Hva WY,B

0 0 0

_ _ W W -
PG CANTESS WSS VR NS
0 0 0 .
afa wyB JHH Bwyc HH B wyy  HHp 8 V7
+XO@, Y+ LY AT YT+ T YY)
0 —

i
r,’,

(HHVHHXWY )B

+(—y5FE"ﬁYﬁ)(6;Y” +HA F&Ec Wy e A Faﬁy Y7 4 i Fﬁ;WY;)
0 0

- _—a
0 0
= XQY 4 XTLY
= X“(0,Y/+1,/Y7)
- (VXY)ﬁ
w . t(B) o C . b 8 B
bulunur. " (V,Y) nin m) yari-tanjant demetteki indirgenmis (X, X", X")

koordinatlarina gére bileseni

98



seklinde olup ™'V, "Y = " (V,Y) esitligi gésterilmis olur.
Teorem 4.3.5. X , M, iizerinde izdisimlii vektsr alani ve Y € J;(B, ) olmak tizere

VLY =T(VLY)
esitligi gecerlidir.
( HHy  wy )b

€y

€y

ispat: X eS;(M,), Ye3(B,) ve (HHV WY)ﬂ , 1(B,) vyari-tanjant demette

(HHV WY)E

CCX

(Xb, Xﬁ, Xﬁ) koordinatlarina gore (HH VCCXWY)J nin bilesenleri olmak Gzere

(HHv WY)J _ce XaHHVawYJ e XaHHvaWYJ e XaHHVEWYJ

CCX

esitligi gegerlidir. (4.3), (4.5) ve (4.16) kullanilarak J =b igin

CCX

(HHV WY)b _ CCXaHHVaWYb-i-CC X“HHvawa+cc XEHHV;WYb

— a wyb | HH b wyc | HH b wyy , HH b Wy y
= XU, Y AT Y TS Y T YY)
0 0 0 T

a wy/b | HH b wyc , HH b wyy , HH b Wy
+X (8a1(+ F“Z+ Fa71(+ L Yn
0

a Wy
+ccx (87 wa +HH ribc wYc +HH I—Lb WYy + HH F,b, Yy)
a a a 'V ay
0 0 0 \_O J

= 0
elde edilir. (4.3), (4.5) ve (4.16) kullanilarak J = g i¢in
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(HvaXWY) _ anHHVgWYﬂ4§cX“HHvawYﬁ+chgHHv&wYﬂ
= XP(@, Y/ HMM T Y LTS YT T 2 Y )
0 0 0 — X )
X0, WYL AT S Y4t p oy B 2 My 7y
0 0 0 %6_7,

TP S R TR SR SRR P CE R S
0 0 0 %6_5
=0
elde edilir. Son olarak (4.3), (4.5) ve (4.16) kullanilarak J :B icin

(HHV wy )ﬁ _ cha HH VavaE 4 XO‘ HH VavaE 4 X“ HH VawYﬁ

CCX
_ _ _ W -
S S GRS WAL ERELS SCRICL A
0 0 0
a wy B , HH B wyc , HH B Wy , HH 2 Vv
+X9(0, YT MY AT Y T YT
i 0 0 —

r,’,

S SGATEAES SR ERLLS SR WA
0 0 0 %/—}:
0
= X9/ +XT/ Y’
— a B B
= X“(8,Y/+Ir,/Y")

=0

bulunur. v"(VXY) nin t(B,) vyari-tanjant demetteki indirgenmis (Xb,Xﬂ,XB)

koordinatlarina gore bileseni

w (VXY) —
(ViY)
seklinde olup "V, ™Y =" (V,Y) esitligi gésterilmis olur.

e x

Teorem 4.3.6. X, Mn Uzerinde izdisUmll vektdr alani ve a)ESf(Bm) olmak Uzere
w
Y, e="(V o)

esitligi gegerlidir.

100



ispat: X €3t(M,), we3(B,) ve ((HHV Wa))c,(HHV Wa))y,(HHV Wa))y)

RV oy oy

t(B,) vyari-tanjant demette (X°,X’,X”) koordinatlarina gére (HHVWXWa))K nin

bilesenleri olmak Uzere

a a a
(HH V. Wa)) —c ¥ HHV W +% X HHV W +% X HH V"%
X K a K a K a K

esitligi gecerlidir. (3.45), (4.5) ve (4.16) kullanilarak K =c igin

a a a
(HH V. wa)) - ¥ HHV W +% X HHV W 4+ X HH V"0
X K a K a K a K

_ a w HH - b w HH~ g W HH - 8w
= X (651 o, — 1—‘a c Oy~ 1—‘a c a)ﬂ - 1—‘a c a)ﬁ)
0

0 0 0

a w HH b w HHp g W HH B w
+X (aa a)c - ra c a)b - ra c a)ﬁ - Fa c %)
0 0 0 0

v @ w HH b w HH~ g W HH B w
+°X (0, "o, = T Ny =T, =T T o)

ﬂ e

0 0 0 0

=0
elde edilir. (3.45), (4.5) ve (4.16) kullanilarak K =y igin

a a a
(HHVCC wa)) - oy HHV W 4+ X HHV W 4+ X HHVJN(()
X y a /4 a /4 a /4
_ ey d w HH 1~ b w HHp g W HH ~ 3 w
= "X (0,0, - T "o, -7 o, - T, Vo)
H—/
0 0 0 0
ccy @ w HH b w HHp 8w HH B w
+X 0,0, -7 T, "o,-"T," "o, =" T, ")
—
0 0 r A @ 0

ay

ccy @ w o HHpEb w o HHp W o HHp B w
+-X (8& @, F&y o, r- , O r- , a)ﬁ)
0 0 0 0
— a ar B
= X“0,0,-XT,/ o,
— a B
= X (Gaa)y—l“ a))

a y B
= (an’)7

elde edilir. Son olarak (3.45), (4.5) ve (4.16) kullanilarak K =j_/ icin
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a (24 (24
(HH Vccxwa))7 - ¥ HH vawa); 1% HH vawa); 1% HH V;Wa);
7
_ a w HH b w HH g W HH B w
= X(aa a);_ Fa; o, — Fa} W — Fa; %)
0 0 0 0
a w HH b w HH~ g W HH B w
+X90, "o, T, Y, -0 0= T N wg)
0 0 0 0
ey @ w_ o HHp b w_ HHp g W _HH = 8w
+7 X (0. o, Fa; @, F;; W, F;; %)
0 0 0 0

=0
bulunur. ™ (V,®) nin t(B,) yari-tanjant demette (X°,X”,X”) koordinatlarina gére
bilesenleri

W(an)) = (0,(an))y ,0)

seklinde olup "V, "= " (Vi) esitligi gdsterilmis olur.

Teorem 4.3.7. X eSE(Bm) ve a)eSf(Bm) olmak lizere

HH
VWXWa) =0

esitligi saglanir.

ispat: X eS%,(Bm), weSf(Bm) ve (( HHVWXWa))c,(HHVWXWw)y,(HHVWXWa))) t(B,)

4
yari-tanjant demette (X°,X”,X”) koordinatlarina gére (HHVWXWa))K nin bilesenleri

olmak Uzere

HH w _w a HH w W v a HH w W v a HH w
( Vi a)) =" XV o, +7 X V, o+ X V"o,

K

esitligi gecerlidir. (3.45), (4.3) ve (4.16) kullanilarak K =c igin

(HHVW Wa)) — vaaHHv W + WX HHV W +WXaHHV7W60
X ¢ a ¢ a (o a C
0 0
_ wWvya w HH b w HH~ g W HH B w
= "X, "o "I Ve, -"" T w0, - T co;)
| —
0 0 v 0
=0

elde edilir. (3.45), (4.3) ve (4.16) kullanilarak K =y igin
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(HHV ""a)) _ an HHVaWa)7+WXa HHVaWa)y+WXa HHV;WG)}/
7 0 0 N
a w _ HH b w_ HHp g W __HH B w
X0, ", I, "o 7, o Ir, ")

0 0 0 0

=0

elde edilir. Son olarak (3.45), (4.3) ve (4.16) kullanilarak K =j_/ icin

HH w _ wyaHHg w w v o HH w W v a HH w
( N a)), = "XTUV e +TXT TV Te +7 XV Re,
r 0 0
_ WwWya w o HHp b w_ o HHp g W _HH - fow
= X0 o, Fg; o, Fa; oy r. . a)ﬁ)
O H—J
0 0 0
=0

bulunur. Boylece HHVWXWa)ZO esitligi gosterilmis olur.
Teorem 4.3.8. X ve Y sirasiyla X € 33(B,) ve Y €J;(B,) izdiisiimlerine sahip

M » manifoldunda izdugumli vektor alanlari olmak tuzere

HH
HHVHHXHHY: (VXY)
esitligi gecerlidir.

(HHVHHXHHY)b

B

ispat: X,Y eJ;(M,) ve (HHVHHXHHY) , t(B,,) yari-tanjant demette (Xb,Xﬂ,Xﬁ)

]
HH HH
( 2 X Y)
J
koordinatlarina gore ( i Vi X A Y) nin bilesenleri olmak Uzere

(HHVHHXHHY)‘] _HH XaHHvaHHYJ L HH X“HHvaHHYJ HH XaHHV;HHY‘]

esitligi gecerlidir. (4.10) ve (4.16) kullanilarak J =b igin
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(HHVHHXHHY)b

HH y ® HH HHYb+HH Xy HHYb+HH XaHHviHHYb
a a a
aHHy HHyP @ HHy HHy P ¢ a@ v é)HHy HHyP
X* MY YT XY Y (2T X ) Y Y

Xa(aaYb + HH Fabc HHYC + HH Fab}/ HHY}/ + HH Fab* HHY }/)
) R ) 4
+Xa(8aYb + HH Fabc HHYC + HH rab}/ HHY;/ + HH ngf HHY}/)
— . , 7

0 raby 0

+(—y5Fg“¢X¢)(aaYb + HH F;bc HHYc n HHraby HHYy n HH F&b; HHY;/)

H_/
0 0 0 0
X“Q,Y"+XT,> Y7
X“(,Y"+T,°Y7)
HH (VXY )b

elde edilir. (4.10) ve (4.16) kullanilarak J = g igin

(HHVHHXHHY)ﬂ

HH XaHHVaHHYﬂ+HH XaHHvaHHYﬂ_l_HH XEHHVEHHYﬂ
X2y Yy ety By Ly e x ) Y

SGALES WA TR RTELS KA

+XA@,Y/ + T LY D A YT B Ay Ty
— =
r,’, 0
+<—y£Fg“¢X¢)(aaYﬂ S R AR R S HHl“aﬂ;Y;)
- . e—— —
0 0 0 0
X“9Y" +X“T /Y’
a B B
X“(8,Y/+T,”Y")
HH Vij
(VxY)

elde edilir. Son olarak (4.10) ve (4.16) kullanilarak J = f icin
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s a Vi a Vi a B
(HHVHHXHHY) _ Wiy HHvaHHY LUV HHvaHHY ULV HHVaHHY
HH y ¢ e Byd HH B HHycC HH~ § HHy 7 HH~ f  HHyy
+HXT@, (<Y TS YO )+ T S Y e BT J Ry W 2y
N—— T_ysrgyﬁyﬁ
r’,

0 ycesra/]y\{yfys Rm‘/ﬂ\{y

LHH x“(ag (_yergﬂ¢y¢)+ HH F;Ec HHy ¢ | HH F;Ey HHy 7 | HH F;E; HHY;’)

0 r/ye 0
- X“ (aa (_ysr€ﬂ¢y ¢ ) n ysagraﬂyy 7 _ ys ngﬂy 7 _ I“aﬂy (_ysrgyﬂY B ))

+(—y€F€“¢Y¢)(8a(—ygFon")Jrl"on“)
= X((-0,r. )y Y -yT/,(8,Y)+(8.L.7,)yY

at e ¢ Say
-y°R,, /Y =T,/ T yY7)+I L/ y* X7~/ y XY
= XY'y(-o,r’,+0r,/, -1,/ I+ T7,)
—yR,A XY T P T2 XYy =T /X0, Y*
= YRXYI -y R IXYOT ST 7 XYy T/ yo X0, Y*
_ HH (VXY>ﬂ
bulunur. Bdylece ™ v, MY =™ (v, Y) esitiigi gdsterilmis olur.

Teorem 4.3.9. X ve Y sirasiyla X € 3(B,) ve Y €J;(B,) izdisimlerine sahip

M , manifoldunda izdisimlU vektér alanlari olmak tzere
HH HHy _ cc HH
Vi Y ="V Y —7(R(, X)Y)

esitligi gecerlidir.
ispat: “v,, ™Y = e (Vi Y)+7(R(,X)Y) esitligi ve Teorem 4.3.8 kullanilarak her
X,Y e3,(M,) icin
“Vir, MY =" (VY )+ 7(R(LX)Y)
cc HHy _ HH HH

Vi, Y ="V Y +y7(R(, X)Y)
HH HHy _ cc HH

Vi Y ="V Y —7(R(, X)Y)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
(4.13), (4.15) veya (4.16) kullanilarak asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 4.3.10. Bm manifoldundaki V izdugimld lineer konneksiyonunun Vv tam lifti

ve "MV yatay liftinin gakismasi igin gerek ve yeter sart V' nin egriliginin sifir olmasidir.

Teorem 4.3.11. X ve Y sirasiyla X € 5;(B.) ve Y € J;(B,) izdistimlerine sahip

M n manifoldunda izdisumll vektdr alanlari olmak Uzere
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"MV Y =T (VY )= 7(R(L X)Y)

cc X
esitligi gecerlidir.

(v,

€y

ispat: X,Y €3;(M,) ve (HHV

J
koordinatlarina gére (HH \Y CCY) nin bilesenleri olmak {izere

CCX

J a a a
(HHV ch) _¢c X HHvach‘] +ch HHvach‘]+ch HHVECCYJ

CCX

esitligi gecgerlidir. (4.4), (4.5) ve (4.16) kullanilarak J =b igin

(5.,

CCX

a b a b a b
ch HH Vach _I_cc X HH Vach _I_cc X HH VECCY

= X@YP+ ™M Y D Ty P Ty7)

— —
0 0 0 0

+Xa(aaYb + HH FabCCCYC + HH Fab}/ CCY;/ + HH Fabfch;)
—_—— 7

e

0 r,°, 0
a b p ¢cc p CC p ¢c M
XY+ T YO T Y T )
0 0 0 0
_ a b b
= X“(8,Y°+I,°Y7)

_ cc (VXY)b

elde edilir. (4.4), (4.5) ve (4.16) kullanilarak J = g i¢in

coy )ﬂ

a B a B a B
(HHVCCX cc y & HH VaCCY L x HHvach Ly y “HH V;ch
cc cc cc M
_ Xa(éaYﬂ+ HHFaﬁc YC+HH1—*aﬂy Y7 + HHFaﬁ7 YV)
. —_— N N
cc cc o
+X @Y+ M LT L T S ey M 2Ty
— — Y7 —_—

0 r,’, 0
oy a B HH B Cyc  HHp g Cyy |  HHp B Cyy
+EXOOY T+ T Y TS Y+ Y )
0 0 0 07
— a B Byr
= X“(a,Y/+1,7Y")

_ cc (VXY )ﬁ
elde edilir. Son olarak (4.4), (4.5) ve (4.16) kullanilarak J :B icin
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a B a B a B
cc X HH VaCCY +CC x HH VaCCY +CC X HH VECCY

HH cc
(™., Y
7 - CC - CC - CC -
= :Xa(aaC°Yﬂ+HHFa'BC Y°+HHFaﬂy Y7+HHFaﬁf Y7)
0 0 0 0 .

7 - CC 7 —» CC -
+xa(aaCcYﬂ + HH Faﬁc yc4 HH raﬁy ccyr 4 HH raﬂ; Y7)
%f_/ A/_/ Y7
0 ¥o,0,7 YRy, 0

+y565X“(aa(y‘965Yﬂ)+ HHI—*EECCCYC 4 HH Fgﬁy coyy 4 HH F&E;CCY;)
T T YV \ Y

= y°0,X“(0,Y )+ yd,XT, Y +y°X0,0,Y"
£ By a afy\,E B ey o B
-Y°R.., 3( Y7+ X“(y%0,I,” Y +y*XT," 0,Y")
= (VY)Y -yR, XY

bulunur.  “(V,.Y)=»(R(,X)Y) nin t(B,) yar-tanjant demetteki (Xb,Xﬂ,XE)

koordinatlara gore bilesenleri

cc b

(VXY) 0
“(VY)=7(RGX)Y) =] “(V Y)Y |- 0

“(v,y) ) WR,XY!

seklinde olup ™V, *Y =" (V,Y)-y(R(,X)Y) esitligi gsterilmis olur.

V, izdistimlii lineer konneksiyon ve X € 3(M,) ise X e 34(B,) izdiistimii ile

verilen izdlisimli vektor alani olsun. X e gore Lie tirevi L V olmak uzere
(LWY,Z2)=L (V,Z2)-V (L, Z)—V[X’Y]Z (4.17)

Y,Z e (M,) izdusiimli vektor alanlar igin B, (izerinde (1,2) tipli tensér alanlari

tanimlar.
V izdGglmli lineer konneksiyon olmak (zere; X = Xa(Xa,XO‘)(?a +X*(x*)0,
izdustimiyle verilen X e 33(M,) izdusimli  vektor alani, LV=0 ise B,

manifoldunda bir infinitesimal lineer (affine dontsume gore) dénusum belirtir ((4.17)'a
bakiniz (Tanaka 1969; Yano ve Ishihara 1973)).

Teorem 4.3.12. V, Bm Uzerinde izdusumll lineer konneksiyon olmak Uzere keyfi

X,Y,Z e 3;(M, ) izdiistimlii vektdr alanlari igin
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(L, VY, “2) = (LY, D))+ 1L R YI2)

esitligi gecerlidir.
Ispat: Teorem 4.2.1, Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.3.11 , (4.17) de yerine yazilirsa

cc cc cc

HH HH
Z)_ VCCY(LCCX Z)_ V[CCX,CCY]
cc

_ cc _ __HH cc __HH
= L. [*V,Z-y(R(.V)2)|-"V. (L, 2) Ve 2

(Lo, " W)(Y, " 2) 7

HH
Lcc X ( V ch

#7(R(Y)L, Z) - (V[XYY]Z)ﬂ/R(,[X,Y Y7)
= (LA D) - (VD)
~7(LREYZ) +7(R( )L 2) +7(R(, L YZ)
_ CC(LXﬂ)(°C\T,**z’)Ty(—LX~R(,Y)Z+R(,ngﬁe(,l_xi)‘z')‘
CC(LXJ)(CCWZ_):}/(LX/R_)(,YIW,Z)

olur. Boylece ispat tamamlanir.

4.4 (0,2) Tipli Tensor Alaninin Dikey Liftleri

G =G,,dx* ®dx”ile tanimii G e (M,) tensér alaninin t(B,) yari-tanjant demetine

dikey lifti

0 0 0
"G=("G,)=/0 G, 0 (4.18)
0 0 0

bilesenlerine sahiptir. (3.44) kullanilarak WG,.J, = AII.AJJ,(WGU) esitligi ispatlanabilir. (0,2)

tipli "G tensér alanina G 35(M_) tensér alaninin 1(B,) yari-tanjant demetine dikey

lifti denir.
Det("'G) =0 oldugu icin agagidaki teorem elde edilir:
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Teorem 4.4.1. t(Bm) yari-tanjant demet siradan (trivial) "G metrigine sahiptir.

Teorem 4.4.2. G, B, iizerinde (0,2) tipli tensér alani olmak iizere X,Y € 5;(M,)

vektor alanlari icin asagidaki esitlikler gecerlidir:

i "G("X,")=0,
i) "G("X,*Y)=0,
i) "G(*X,"Y)=0,
iv) “G(*X,*Y)="(G(X,Y)).

ispat: () X,Y e3{(M,) ve Ge Sg(Bm) olmak Uzere, (4.3) ve (4.18)'den,

WG(WX,WY) — WGL] vvxl vaJ
_ WGab wya vab n WGaﬂ wya WYﬂ n WGaz wya WYE
0 0 0

+WGab an WYb + WGaﬂ vaa wYﬁ + WGaﬁ an wYﬁ
0 0 0

+WG;bWXE WYb n WG;ﬂwxa WY,B n WG;E WXQWY,E
0 0 0
=0

elde edilir.
(i) X,Ye3i(M,) ve Ge3)(B,) olmak iizere, (4.3), (4.4) ve (4.5)den,

WG(WX, cw) — WGL] vvxl CCYJ

_w wysaceyb | w wyacnyp | W Wy a coy B
="G,, "X *Y® 4+ "G, , "X Y+Ga7,i< Y

0 0

+WGab vaa chb +WGaﬂ an chﬁ +WGa§ vaa chﬁ
0 0 0
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VG wxachb_i_wGi WX;CCYﬁ+W677 WXECCYE
ab aff af
0 0 0

=0

elde edilir.

(i) X,Y e3(M,) ve G eﬁg(Bm) olmak iizere, (4.3), (4.5) ve (4.18)den,

WG(CCX,WY) — WGL] ccxl vaJ

— WGab ccxa WYb +WGaﬂCCxa WYﬁ +WG - CCXaWY'B
ap
0 0
0

+WGabccxa wa+wGaﬂcha WY/3+WG B chavaB
ap
0 0
0

+W67 CCX;WYb‘i‘WGf CCXEWYﬂ+W677 CCXQWY,E
ab ap ap
0 0 0

=0

elde edilir.

(v) X,Y €3t(M,) ve Ge3)(B,) olmak iizere, (4.1), (4.3), (4.5) ve (4.18)den,

WG(CCX’ cw) — WGL] ccxl c<.YJ
W b W p wW B
— Gab CCX a CCY + Gaﬁ CCX a CCY + Gaﬁ CCX a CCY
0 0 0
+WG , cha CLYb+WG 5 ccxa chﬁ+WG _ ccxachﬁ
al [+7 ap

a B
0 Gy X Y 0

VG ccxachb+w67 chEchﬂ+w677 CCXQCCYE
ab af ap

0 0 0

=G, XY’ ="(G(X,Y))

elde edilir.
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4.5 (0,2) Tipli Tensor Alaninin Tam Liftleri

GeT(M,), G=G,,(x*)dx" ®dx” izdiisiimi ile tanimli M, tizerinde (0,2) tipli bir

. . a a . .
tensor alani olmak lizere (X y X ) koordinatlarina gore,

bilesenlerine sahiptir (Vishnevskii 1985). (0,2) tipli G izduslimli tensér alaninin t(Bm)

yari-tanjant demetine tam lifti

0 0 0

ccpH~ _fcc _ & , 419

G=(“Gu)=|0 ¥4, G, (4.19)
0 G, O

aff

seklindeki bilesenlere sahiptir. Burada (4.3) kullanilarak Gy = A\A)(*G,,) esitligi
kolaylikla gosterilebilir (Vishnevskii 1985).

Burada
Det(*G) =0

oldugu igin asagidaki teoremler yazilir.

Teorem 4.5.1. t(Bm) yarl tanjant demet, “G dejenere metrigine sahiptir (V.

Vishnevskii 1985).
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Teorem 452. G, Mn uzerinde tanimli (0,2) tipli izdusumli tensér alani ve

X,Ye St(l\/ln) olmak Uizere;

) “G("X,"Y)=0,
i) “G(VX,“Y)="(G(X,Y)),
iii) “G("X,"Y)="(G(X,Y)),

iv) “G(" X, "Y)="(G(X,Y))
esitlikleri gecerlidir.

ispat: (i) X,Y e3;(M,) ve GeJI(M,) olmak iizere, (4.3) ve (4.19)den,

“G(VX, ") = "Gy XYY
= G XY 4 Gy XA 1 TG XY
0 0 0

+ G XY 4+ TG XY 4 Gl XY P

0 0 0

cc - ccC - ccC - 3
+ G "X MY TG XY 4+ TG XY
0 0 0

=0
elde edilir.
() X,YeT5(M,) ve Ge3I)(M,) olmak iizere; (4.1), (4.3), (4.5) ve (4.19)den,

ccG(WX’ ch): ccGIJ le chJ
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cc. B cc c B

= GabWXa Y + Gaﬁwxa Y + Gap"X*Y

0 0 0

+C0GawaaCCYb—FCCGaﬁwxaCCYﬂ—FCCGaEWXaCCYﬁ
0 0 0

+CCGabWXaCCYb+CCGaﬂWX5CCYﬂ—FCCGEEWX;CCYﬁ

0 Gy X« vk 0

=G, XY’ ="(G(X,Y))
elde edilir.

i) X,Y eJ,(M,) ve GeJI)(M,) olmak iizere; (4.1), (4.3), (4.5) ve (4.19)den,

CCG(CCX,WY):CCGUCCXIVVYJ

cc cc a cC cC a cC cc a o
= Ga X "Y'+ Ga X Yt Gap X Y/

0 0 0

cc cc a cc cc a cc cc a 7
+ G X WP+ Gy X "W+ Gy X MY/

0 0 G, X< Y

cc . a cc . a cc . a =
+ G X "P4 Gay X W4 TGy XY/

0 0 0

=G, XY/ ="(G(X,Y))
elde edilir.

(v) X,Y €T;(M.) ve GeI(M,) olmak iizere; (4.2), (4.3), (4.5) ve (4.19)den,

lcc  J

CCG(CCX,CCY):CCGU X Y
_ccGab Xachb+cGaﬂ Xachﬁ+cGaﬂ xachﬁ

0 0 0
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acc b acc. B¢ cc. B

+ccGabch Y -‘rCCGaﬁCCX N cGaﬁccxa Y

0 y0,6,5 X YA Gy X yaxf

cc cc_ acc_ b cc cc_ac S cC cc  acc, fB
+ G X Y 4+ Gy X Y + Gap X Y

0 Gy YO X* Y/ 0

)XY?+G,, Xy (8,Y)+G,,y (0,X“)Y”

= ye (agGaﬁ

=y0,(G,,X“Y”)="(G(X.Y))

elde edilir.

*

cc
Ayrica, (4.18) ve (4.19)ye gore, G ile

cc__*

G = G+"G

seklindeki yeni bir (0,2) tipli izdigimlU tensér alani tanimlanacak olursa, bu tensoér

alani (X*,X%,X“) koordinatlarina gére

0 0 0) (0 0o 0) (0 0 0
“G =|0 y9,G, G,|+0 G, 0|=0 y8,G,+G, G,
o G, 0)l0 0 0) (0 G, 0

bilesenlerine sahiptir.

e _*
G, (0,2) tipli G tensdr alaninin t(Bm) yari-tanjant demetine deforme olmus tam lifti

olarak tanimlanir. (3.44) den kolaylikla CCG*I'J' = A,'.Aj,(ccG*u) oldugu goraldr.
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ispat: Burada kolaylik adina sadece “G «'p bilesenini hesaplarsak (3.44)'den

cc _* cc_* cc* - cc *
Gup=AA GCat+tAA Guy+AA. G
0 0 OV

cc cc __*

a pb €7 a B * a B _
AN TG+ ACAL G + AL AL UG
AL A//j. y”'OS-GaﬁJrGa/, AL A}’;‘E,yf' Gup

cc

e cc_* . * -~ B c _*
+ALA Ga+ AL AL G+ ALAL G

0 ALy A% G 0
= AL (Y 0,G, + Gy )+ Y (0, AL LG, + Y7 (0,.AZ)ASG,,
= AN (Y70,G,, )+ ALALG,, + Y7 (0, AL AG,, + Y (0, A2)ALG,,

= V°0,(A“ALG,,) + G,y = V50,6, + G, .,

elde edilir. Bu sekilde kolaylikla CCG*I'J‘ nin diger bilesenleri de bulunabilir.
Dolayisiyla,
"G =AA("G )
elde edilir. Buradan
Det(“G ) =0

olur.

*

cc
Teorem 4.5.3. t(Bm)yarl-tanjant demeti dejenere deforme olmus G metrigine

sahiptir.
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4.6 (0,2) Tipli Tensor Alaninin Yatay Liftleri

S esg(Bm) igin, (0,2) tipli S tensor alani (X*, X%, X“) ve (Xb,Xﬁ,X’B) koordinatlarina

gore

0 0 0
rS=(S,)=|0 ygsgaﬁ' 0 (4.20)
0 0 0

seklindeki bilesenlere sahiptir. Burada (7S)'=A'A’.(7S) oldugu (3.44) yardimi ile

kolaylikla gdsterilebilir.

Bm in U komsulugunda Gaﬁ, G=Gaﬁ(x“)dx“®dxﬂ lokal bilesenlerine sahip olan

HH
Ge3)(M,) izdustimli tensér alaninin {(B,) vari-tanjant demete G yatay lifti

(x*,x*,x*) ve (X*,x”,x”) indirgenmis koordinatlarina gére

HH cc

G="G-V G="G-[VG] (4.21)

Y
ile tanimhdir. Buradaki (0,2) tipli ¥[VG] tensér alani
Y[VG]=y°V,G,,dx* ®dx’ (4.22)
ile tanimlidir.

HH -
(4.19), (4.20), (4.21) ve (4.22) kullanilarak G vyatay liftinin (X, X%, X%)

koordinatlarina gore t(Bm) yari-tanjant demetinde
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0 0 0
HH HH
G=( Gu)=|0 yT°G,+yT°,G_ G

& a~of & faoc

0 G

,,,ﬂ (4.23)

af O

bilesenlerine sahip oldugu gorilir. Burada G, lar G e 35(M,) tensér alaminin, T'.7,

ise t(B,,) yari-tanjant demeti lizerindeki V nin bilesenleridir. I'“, lar ise (4.6)’daki
gibi tanimlidir.

ispat: (4.19), (4.20), (4.21) ve (4.22) kullanilarak

0 0 0) (0 0 0
"6=|0 YT ,6,+yT",6, G, |=|0 ¥8,6,-Y(6,-T..6,-T."G.) G,
0 G,y 0/ |0 G, 0

0 0 oY(0 0 0
=10 y9,G, G,|-|0 yVG, 0|="G-yVG]

e"ap
0 G 0 0 0 0

aff

elde edilir.

Teorem 4.6.1. G, M, de (0,2) tipli izdiisimlii bir tensér alani ve X,Y € J;(M,)

olmak Uzere,

i) HHG(WX,WY)zo,

i) "e(™x, MYy =""(G(X,Y)),
i) "G, YY) =" (G(X,Y)),
v) " G(T X, "Y) =" (G(X,Y))
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esitlikleri gecerlidir.
ispat: (i) X,Y €3 (M,) ve GeJ5(M,) olmak iizere, (4.3) ve (4.23)dan,

MEX, Y)Y = “Gy XY

HH HH HH -
= Ga "X M 4 G XY+ Gap XYY
0 0 0
HH wy a wyb , HH wy awy g, _wya Wy
+ Gab X Y+ Gaﬂ X Y + Gaﬂ X Y
0 0 0
HH b HH b HH = s B
+ G XM 4 G XY 4 G XY/
—

0 0 0

=0

elde edilir.

i) X,Ye3 (M) ve GeJI)(M,)olmak iizere, (4.10) ve (4.23)dan,

HH HH HH I HH J

(" x,My)y=""6, " x'™My

HH HH _aHH_ b HH HH aHH_ § HH H B
=  Ga X Y + Gap X Y+ Gap X Y
0 0 0

HH HH Xa HH b H HH aHH g H H a HH

H H H g
+ G Y + Gug X Y + Gap X Y

HH HH  aHH b HH HH aHH_ A HH HH  aHH_ B
+ Ga X Y+ Gy X Y + Gz X Y
0
0

=(Y°T,?,Gs +Y'T,7,G,, ) XY’ +G,, X (-yT,” Y )+G, Y/ (-yT /X
=" (G(X,Y)) -7V (G(X.Y))]
=" (G(X,Y))

elde edilir.
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i) X,Ye3,(M,) ve Ge3I}(M,) olmak iizere; (4.1), (4.3), (4.10) ve (4.23)
kullanilarak,

HH H

GX, " Y)y=" Gy x MY’

HH HH b  HH HH A HH HH A
= Ga"X* Y + Gu"X* Y + Ggp"X*Y
0

0 0

HH HH_ b HH HH HH HH B
G XY G X MY M G e Y
0 0 0
HH ~HH_ b HH ~HH_ S HH ~“HH_ f
+ G "X Y + Gup"X* Y+ G XY
0 0

=G, XY/ ="(G(X,Y))

elde edilir.

v) X,Ye3 (M) ve Ge3I)(M,) olmak izere; (4.1), (4.3), (4.10) ve (4.23)
kullanilarak,

HH H

GCX,M)=""G, Xy

HH HH _ a HH HH _ a HH HH _ a 5
= Ga X ™WP+ Gy X WPt G X Y/
0 0 0

HH HH a HH HH a HH HH a i

+ Gw X ™+ Guy X WP4+ T Gup X Y/
0 0

HH H

H.  «a HH HH _ « HH HH
+ Gz X "Y'+ Gz X WP+ Gaz
%,_J

ap
0

Xy b
0 0

=G, XY/ ="(G(X,Y))

elde edilir.
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4.7 Kotanjant Demet izdiisiimii ile Tanimh Yari-tanjant Demet

M, C° sinifindan n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve T*(Mn),

n

*

T (l\/ln)—>|\/|n dogal izdiisimi (submersion) ile tanimlanan kotanjant demet

olsun. Bu demette «,p,..=1..,n; & B,...=N+1...2n;i j,...=1...2n olmak (izere,
(x*,x“)=(x") lokal koordinat sistemine bakalim, burada x“ ’lar M_ ’nin lokal

koordinatlari, X” = p, ’lar ise, T*(Mn) kotanjant demetinin fibre koordinatlaridir.

(x*,x*), T"(M,) kotanjant demetindeki bir diger yerel koordinatlar olmak iizere

X;- _ ox” D
oxe P (4.24)
x“ =x(x").

doénusumi yazilir. (4.24)de belirtilen donlistimun Jakobi matrisi

(A)=[ 2\ A PR AR
o )Tlo A

bigcimindedir. Burada

o, 0

Aﬁ-—_. = T
“xe P axPox®

esitlikleri gegerlidir (Salimov ve Yildirnm 2014).

T(M) (p=7=(p).p= (X, x%) eT"(M,)) P noktasindaki tanjant uzay: olsun. x* lar (

X = dx“ (x"’)), (M) in{0,} o, = 8%) dogal gatisina gére bilesenleri olmak lizere,

M manifoldu (izerinde lokal koordinatlari (x') = (XE, x“,x;), (x>=Y*;1,J,..51,...,3n
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) olan kotanjant demet izdlisimu ile taniml tanjant demetinin, t(Mn) pull-back demeti

elde edilir. {(M,) pull-back demetinin boyutu dim(t(M)) =3n olmaktadrr.

t(M,) pull-back demeti, M. iizerinde dogal demet yapisina ve ﬁZ(X&,Xa,X;)H(Xa)

seklinde tanimli ﬂit(Mn)—>Mn izdisimune sahiptir. Eger, ﬂz:(xa,x“,xg)a(xa,xa) ile,
7, tM )T (M) déntistimii ve 7, :T"(M,)—> M, izdiisiimayle tanjant demetinin pull-

back demeti tanimlanacak olursa, t(Mn); M _ (izerinde de bir demet yapisina sahip

n

olur (Steenrod 1951; Pontryagin 1962; Lawson ve Michelsohn 1989; Salimov ve

Yildirrm 2014). Buradaki izdlisimi donugtmleri arasinda 7 =7, o7, esitligi yazilabilir
(Yildirnm ve Salimov 2014b). Bdylece (t(l\/ln),ﬂloﬁz) kompozit demeti veya step-like
demeti tanimlar (Ostianu 1974; Poor 1981). Burada keyfi 7, :M_ — B, fibre demeti

yerine 7, :T*(Mn) — M, kotanjant demet alinarak yari-tanjant demetin 6zel bir sinifi

tanimlanmistir.

T*(Mn) 'nin lokal koordinatlarinin (4.24)’e gore, t(Mn) uzerinde belirttigi koordinat

dénusumu

X;- _ ox” D
aXa' B
x“ =x*(x"), (4.25)
= _ X"
oxP

seklindedir. (4.25) donusuiminidn Jakobi matrisi

AL p APAC 0

o o' p " pa
A=(A])=| 0 A; 0. (4.26)
0 ALy A
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bicimindedir. Burada

AL

_x* v, o’ o, 0°x“
Pk

o axfoxt P axPex®

seklindedir. (4.26) de belirtilen matris igin

Det(A;)#0

oldugundan DetA=0 ‘dir. F(M,), M, uzerindeki C~ sinifindan reel degerli

n

fonksiyonlarin belirttigi halka olmak tzere, M, ’deki (p,q) tipli tim tensor alanlarinin

F(M,) tizerindeki modiilii 3 (M) ile gsterilir (Salimov ve Yildinm 2014).

4.8 Dikey Liftler
XeZ(T (M), X =X“0, olmak iizere

Wx:(wxa): 0 | (4.27)
koordinat bilesenleri ve (4.26)'den w x'= A("~ X) esitligi elde edilir. Burada ™ X vektoér
alani, X in {(M,) tzerindeki dikey liftidir.
w= a)aan lokal koordinatlariyla M o Uzerinde verilen @, 1-form olmak Uzere

"0=(0, w,, 0), (4.28)

—\-1
koordinat bilesenleri ve (4.26)'den (Wa))':(A) ("o) esitligi elde edilir. Burada *

kovektsr alani, @ nin t(M.) Gzerindeki dikey liftidir. Ayrica (A)™*=(Al) ile A

matrisinin tersi gosterilmigtir.
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4.9 y —Operator

Herhangi F < =i(t"(m,)) i¢in (4.26) dikkate alinarak (}/F)'= A(}/F)
kanitlanabilir. » F seklinde tanimlanan vektor alani
_pO'FD!o-
yF=(F"=|0
yEFga

bilesenlerine sahiptir. Koordinatlari ise (Xa, X%, X;) dir.

0 .
weJ(M,) ve F ezt (Mm,)) olmak lizere

“w(yF)=0
dir.
T e3,(M,) olmak iizere
0 —paTﬂaa 0
yT=0T)=0 0 Of
0 YT, 0

esitligi

(4.29)

esitliginden ve (4.26)'den , T2 = A~ A2, T, ifadesi kolaylikla elde edilir. Burada A ters

matrisi (A) " = (A) dir.
X eJ(T'(M,)) ve TeT;(M,) olmak iizere

(»T)" X =0

elde edilir.

4.10 Vektor Alaninin Tam Lifti

T°(M,) uzerinde f = f(x* X*) bir fonksiyon olsun. {(M,) izerinde tanimlanan  f

fonksiyonunun t(Mn) Uzerindeki tam lifti
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“f =(:(df ) =x"0,f = y’0,f

seklindedir.
XeJ5(T (M,)), x—x=o, olmak iizere, Xin °X kotanjant demetteki tam lifti
°X :X"éa—pﬂ(éaxﬂ)ﬁa bigiminde tanimlanir (Yano ve Ishihara 1973).

“X e (T (M,)), =X nin t(M,) tzerindeki tam lifti

-p.(0,X°)
X =("X)=| X : (4.30)
yo. X"

koordinat bilegenlerinden ve (4.26)'den = x '= A(* x) elde edilir.

Teorem 4.10.1. X,Y ESE(T*(I\/IH)), herhangi bir F < 32¢t"(Mm,)) Ve L, operatéri X in

Lie turevleri olmak Uzere asagidaki esitlikler elde edilir.

) FXEYI=" X YT e L Y =" (L),
i) [“X,"Y]="[X,Y],
i) [ X,"Y]=0,
iv) [ X, yF]=7(LF)
) [ccxlch]ﬁ
ispat: () X.,Y €T (T"(M,)) ve [*X,*Y] nin [*Xx =y} | bilesenleri t(M,) tzerindeki
[CCX,CCY]E
(XE, X’ X;) koordinatlari olmak lizere
[ccx’cc Y]J :(cc X)I al (ch)J _(ch)I al (cc X)J
elde edilir.
Birinci olarak J =E ve (4.30)den;
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[ch,ch]ﬁ _ (°°X)'8| (ch)ﬁ —(°°Y)'8, (ccx)ﬁ

_ (cc X )Ea; (ch)ﬁ n (cc X )a 6(1 (ch)ﬁ n (cc X ); a; (ch)E

_(ch)E 5; (cc X )E _ (ch)a aa (cc X)ﬁ _ (ch); 5; (cc X )E

= 0,0, X7(0,Y")~X"0,p,(0,Y°)~ p,0,Y*(3,X")+Y"0,p,(0,X°)
= (0,770, X~ X"0,0,Y° ~0,X"0,Y" +Y70,0,X°)

=-p,(0,(X“0,Y*-Y"0,X"))

Xyr

= _pg(aﬂ[x ’Y]g)
bulunur.

Ikinci olarak J = g ve (4.30) den ;
[cc X ’cc Y]ﬂ — (cc X)I al (ch),b’ _(ch)I al (cc X)/J’

_ (cc X)E a;(ch)/} +(cc X)aaa(CCY)'B _I_(ccx); a;(CCY)ﬂ

R —

Y ¥ _ (cc X)a aa (ch)ﬂ _ (ch)a aa (CC X)ﬁ

_(CCY)Z aa(cc X)ﬂ —(CCY)aﬁa (cc X)ﬂ _(CCY)E 6§(cc X)ﬁ

=X“9.Y" -Y“9 X" =[X,Y)

bulunur.
Uglincii olarak J = B ve (4.30) den;

[ch,ch]ﬁ — (cc X)'@, (ch)E _(ch)I al (ccx)ﬁ
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_ (cc X)& a; (ch)E n (cc X )a aa (ch)E n (cc X );az (ch);

_(ch)E a& (cc X)E _ (ch)a aa (cc X )E _ (ch)Z 5; (cc X )E

= X“0,(y*0,Y")+y°0,X“ -y 0,Y/ =YD, (y'0,X")-y8,Y  0_y* 8,X”
5 57

=y X“0,0,Y" +y*(0,X7)(3,Y")-yY"0,0,X" —y*(8,Y")(2,X")

=y°0,[X,YY

elde edilir.

Diger taraftan “[X,Y] bilesenleri t(M,) tizerindeki koordinatiari (x”,x”,x”) olmak

uzere

=P, (0,[X,YT)
“IXY]=|[X,YY
yo,[X,YY

dir. Boylece [ X,” Y]="[X,Y] esitligi elde edilir.

) [ccx,wY]B
Gy X,YeJT M) ve [“X,"Y] nin exryy | bilesenleri t(M,) iizerindeki

[ccx,wY]E
(XE, x’, x;) koordinatlari olmak lizere
[cc X’WY]J — (cc X)I al (WY)J _(WY)l al (cc X)J

dir.
Birinci olarak J :B, (4.27) ve (4.30) den;

[ XYY =(%X)'0, (V)" —("Y)', (" X)”

0
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=—("Y)" 8, (“X) = ("Y)* 3, (" X)" = ("Y)“8. (“X)"

0 0 —p; (95X%)

= ("Y)" 0-p, (2,X*)=0

0

bulunur.

Ikinci olarak J = 4, (4.27) ve (4.30) den; [ X " Y}/ =(*X)'8, (“Y)’ —("Y)'8, (¥ X)*
A

0

=—("Y)7 8, (" X)” = (") 0, (XY ~("Y) B (XY’

0 0 N

=—("Y)"0-X" =0

0

esitligi elde edilir.
Uglinci olarak J = B, (4.27) ve (4.30) den;

[ X YT = (%) 0, ("Y) = ("Y)'8,(*X)”

= (X0 (Y +(X) 0, () + (X B (YY)
T T T/ a T

1

%'_/_ cC v\ Wy\B Wy \a ¢y \f
T T =X, (Y (V) 0. (°X)
(VO CX (), XY (Y e (XY e T e

0 0 ye yeo,x*
=X“9,Y" +Y*8-y*0,X”
5
=X“0.Y/+Y“0 X’
=[X,Y)

Diger taraftan [X,Y] bilesenlerinin W[X,Y] dikey lifti t(Mn) Uzerindeki koordinatlari

(x”,x”,x”) olmak lizere
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0
"IX,Y]=| 0
[X.YY

dir. Baylece [~ X," Y]="[X,Y] esitligi elde edilir.
. [ccx,va]ﬁ
@iy XY GSE(T M,)) ve [ X,"Y] nin [*x"y]| bilesenleri t(Mn) Uzerindeki
[ccx,va];

(x?,x” X" koordinatlari olmak tizere
XY =("X)'9, (V) ~("¥)' 3, (" X)’
dir.
Birinci olarak J :B ve (4.27) den;
[ XYY =("X)'o, @(()Lﬂ—(wv)'a, Qi%:o

elde edilir.

ikinci olarak J = 8 ve (4.27) den;

[* XYY =("X)'o, ("Y)’ = ("Y)'o, ("X)’ =0

0 0

bulunur.

Uglincti olarak J = f, (4.27) ve Teorem 4.10.71’in (iii) maddesinden;

XY = (" X)',("Y)P —("Y)' 8, (" X)”

= ("X)7 0 (Y)Y + (" X)" 0, (V) +("X)" - (V)
—  — — X —
YA 0 24 YA
0 0

=YL XY = () 2,0 XY = () 2 (*X)

=l

=0
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bulunur.

) . [ccx,wY]B
iv) Fe(T (M), XeZ(T'(M,)) ve [*X,7F] nin [=x»yp| bilesenleri t(M,)

[CCX,WY];
Uzerindeki (X'E,Xﬂ,xﬁ) koordinatlari olmak tizere
[“X,7FT" =(*X)'0,(yF)’ = (¥F)'0, (* X)’
dir.

Birinci olarak J = 3, (4.29) ve (4.30) den;
[“X,7FY =(“X)'8,/F)’ = (/F)' 0, (" X)

= (“X)"0, (yF) +(“X)"0, (yF)" +(“X)" 0_(yF)’

()0, (" X) = (7F) 0, X) ~(rF)" (X’

= (X) 8- (yF)’ +(“ X)*0,(yF)" - (yF)*0-(* X)”

=P, (0, X")0,p, Fy =X“0,p,F; - p,F; 0,p,(0,X%)

5 5
=P, (0,X")Fy = X“0,p,F; - p,F;(0,X")
=-p,(X“0,F7 -0, X F; +0,X“F])

=P, (LxF)j

elde edilir.

ikinci olarak J = 2, (4.29) ve (4.30) den;

(X 7FY =(X)' 2, (/F) = (F) 0, (“X)’
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:(ccx)aaE@:,)_ﬁ/+(ch)aaa(lef)_ﬁ/_l_(ccx);a;(ilf)_ﬂ/

0 0 0
~(/F)* 0, (*X)’ =(7F)* 0,(*X)/ = (yF)" o-(“ X)’
0 T 0
=0
bulunur.

Uglincii olarak J = £, (4.29) ve (4.30) den;
[ X, 7FY =(*X)'8,/F)’ - (/F)'0,(*X)

= (5 X)* 0, (rF) +(*X)"0,(yF) +(“ X)“0-(F)’

FY 0, X) - () 6, (XY ~(/F) e (XY’

= X0,y F/+y*0,X"0-y*F/ —y°’F o-y"9,X”
58 58

=y X0, F” +y°0 X“F/ —y°F“0, X’

=y (0, X“F/+ X“0,F/ —F’0,X”)

=y (L F)f
bulunur.

}/(LX F) bilesenlerinin t(Mn) Uzerindeki (XE,Xﬁ,XE) koordinatlari

=P, (LeF);
y(LF)=|0

Y (Ly F)f
seklindedir.

4.11 (1,1) Tipli Tensor Alanlarinin Tam Lifti
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FeJ(T'(M,)), F= F;'0, ®dx’ izdiistimi ile verilen afinor alani ve F;', M| nin U
komsulugundaki F afinor alaninin lokal koordinatlari olmak tzere (4.26) kullanilarak

“F) = A"'A."F/esitligi kolaylikla elde edilir. Burada F afinor alaninin t(M,)
demetine tam lifti olan “F afinor alaninin (X;,X“,x;) koordinatlarina gore bilesenleri
Ff pa(éﬁ,Fa“—éaF“) 0

“F=("F)=| 0 Fe 0|,
0 y°o,F; Fy

(4.31)

ile tanimhidir.

ispat: Burada kolaylik adina sadece Fﬁgf' bileseni hesaplanirsa;

cc cc pr B © o ;
+A AE' Fy+ A A/?'
0 0

Fe Fe

N g_‘
‘Q.:P\

B
0 0 0
@ pB “pa ., pd pS Cpa, pd AR Cpa
KR A KR A AT,
0 0 0

sonug olarak “ Fgf' =F/ esitligine ulasilr. CCFJ'.' tam liftinin diger koordinat bilesenleri
de benzer sekilde bulunabilir.

Teorem 4.11.1. T*(Mn) uzerinde tanmh F ve G afinor alanlar ile
X €3 (T (M,)) vektsr alani igin

) “F(*X) = “(FX)=7(LF) + " (7 (L« F)),

i “F("X)="(FoX),

i) “F(yG) =y(F-G).
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esitlikleri bulunmaktadir.

ispat: () X e3(T (M ))ve FeJ (T (M,))olmak iizere (4.27), (4.30) ve (4.31)

kullanilarak

F/ o p,(0,F7—0,F) 0 )[~P.(0,X)

a

“FEX =| 0 Fo 0 || x*
0 y'o.F; Fs )l y'o,x”
~p,(0,X*)F/ +p,(0,F ~0,F;)X”
=| FiXx”*
Yoo, FiX? +Fry‘a,X”

—pg(aﬁx*")Fj +p,(0,F, -0,FJ)X”

=| (FX)"
Fyy'o, X" +y°o,Fy X’
. pg(xﬂa[,F;—(aaxﬂ)F;—(aﬁxa)Ff)
~P.0, (FX) b, (LF)Z
=| (FX)" +| 0
y°o, (FX)" 0
=p,0, (FX)" | (—p.(L.F)?) (o
=| (FX)" -0 +0 = *(FX)-r(LyF)+ " (7(LF)),
y’o, (FX)" Y (LF), ) (Y (LF);
T 7(LxF) Y(r(LgF))
elde edilir.

iy X €T (M ))ve FeJ (T (M,))olmak iizere (4.27) ve (4.31) kullanilarak

F/ p,(0,F —-0,F7) 0 )0

“FYX =| 0 Fe 0 |lo
0 y°o,Ff Fe )\ x”
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0 0
-0 |=|0 =" (FoX),
Fex? ) ((FoX)”

esitligi elde edilir.
(i) F,Ge Si(l'*(l\/ln)) olmak Uizere, (4.29) ve (4.31) kullanilarak

F/ p,(0,F -0,F7) O -p,G;

“E(yG)=| 0 Fy 010
0 yo,Fy Foly'G?
-p,F/G;) [-p,(F°G)
=0 =0
y°F G/ y* (FoG)”
=7(F°G)
bulunur.

4.12 Vektor Alanlarinin Yatay Lifti
XeZ(T (M), X=X, olmak iizere X vektsr alaninin t(M,) iizerine "X
yatay lifti

HHX — CCX —}/(VX)

ile tanimhdir. Burada V, diferansiyellenebilir Mn manifoldundaki simetrik afin

konneksiyonudur. X ve »(vX) vektdr alanlarinin t(M,) iizerindeki (Xa,xa,x;)

koordinatlarina gore bilesenleri

-p,(0,X°) p.(V,X7)
X=X X =700t = 0
yo. X" yv X*
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ile tanimhdir.

X ¢ vektor alaninin V_X* kovaryant tiirevi
AN £ p &

(V, X)=0,X+X Fﬂ "

seklinde tanimlidir.

t(M,) tzerindeki (XE,Xﬁ,XE) koordinatlarina gére X vektor alaninin %7 X yatay lifti

X’T,,
X = ("X A) =] X (4.32)
ay B
-, X
bilesenlerine sahiptir. Burada
FZ = y‘gl“g“ﬂ T, = pgl“ﬁga (4.33)

esitlikleri gegerlidir.
Teorem 4.12.1. Keyfi X,Y € 35(T (M, )) vektsr alanlari igin,
) [™X, )= "X YT=R(XY),

i) [*X,Y]= (V,Y)

esitlikleri gegerlidir. Burada R, V ’nin egrilik tensérii olup V konneksiyonu

tizerindeki Lie tirevi (L V), =V, VX +R(X,Y) ile tanimiidir.

ispat: (i) T (M) Uzerindeki keyfi X ve Y vektdr alanlar igin (XE,Xﬁ,X;)
koordinatlarina  gore t(Mn) Uzerinde tanimli [HHX,HHY] 'nin  bilesenleri

[HH X, HHY]E
[P X, "™Y]? | olmak lizere (4.32) kullanilarak,

[MHX, HHY]E
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[HHX, HHY]J — HH)(IaI (HHY)J _ HHYlﬁl (HHx)J

:HHXaaiHHYJ_I_HHxaa HHYJ+HHXza:HHYJ
_HHYaaa HHxJ_HHYaaa HHxJ_HHYZa;HHxJ
— pgxﬂrﬂaaa& HHYJ + thaa HHYJ _ ysrgaﬂx ﬂaz HHY.]

AT € HH v/ J a HH \/ J e a v p HH y/ J
SpYT 5,0 X Y99, XY +y T, Y "o X

esitligi yazilir. Burada (4.32) kullanilarak, J :,E' icin

= p XTI, ,0, ™Y+ X, ™Y/ —yT * X o_ ™Y/
—pY/T 0. X =Y 8, MX 4y T 7 Y o MX S
_ Sr € ap € a ap € e a yp a €
=p XTS5, 0.0, YT+ XD, (pY'T, -y T, X o-p, YT,
8 0
S € ap € a ar € e a yvp ap €
YT, 0, XT, Y0, (p.XT, )+ YT ¥ 0-p, X T,
5y 0

=p, X’ FﬂsgaYgfe“ﬂ + X0, (p,Y T, )= pY T, XT, ", =Y"0,(p,XT,"p)
= p,XYT,° T,7,+p, XY, +p,X*(6,Y),°,
—p, XYL, L, = pY XD,y = pY (0, X)L,
=[p, (X“(0,Y*)=Y*(0, XN, 4]
[X.Y]*

+p,[X*Y’ (6, ,f =00, 5+, Ty =T, T,

(R(X.Y))5

= p,IX,YI'T %, + b, (R(X,Y));
elde edilir. ikinci olarak J = g igin,

=p,XT; 0. ™Y+ X0, ™Y/ —y°T * XPa_ Y7
—p.Y'T, 0, "X =Y8, "X  +y°T 7 Yo X7
=pXT, 0"+ X0/ —yT,* X 0.y’

° © =X.Y-Y9 X’ =[X,Y]
—p YT, 0 X" Y0, X" +y°T,* " o_X”

0 0
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Son olarak (4.32) yardimiyla J =E igin,

=y Koy Y -Xa,(yT/ Y
- pcx ﬂrﬂga a; yg rcﬂaY ‘- ygrsaﬂY ﬂaa ygrsﬂa X ‘
0
D (YT X+ YT oy T X
0
=y, XP 0y T Y =X, (YT, Y )-yT. Y oyT/ X+Y6,[(yT/ X )
% %
==X“0, (YT, Y*)+y XL YT,/ Y0, (yT,/ X“)-yY/T  XT /,
=-yT/ X0,Y -y XY, -y XYL Ty,
YT Y (0, X7 )+ y XYoL,/ -y XYL,/ T,/

0y ac

a ¢ 0y ac

= yT2 (X(@.y7) -y (0.x)) |-y | XY’ (8.0 ~o ., -T.A X/ T,/ T, )

X Y] (RO,
= [y T XY |-y ROXY)).

elde edilir. (Xﬁ,xﬁ,xﬁ) koordinatlarina gére t(M,) izerindeki HH[X,Y]—)/R(X,Y)

vektor alani

RIXYIT, | (= REGY)S) [ PIXYTIT, 5+ (ROXY));
BIXYT-7R(X,Y) =| [X, YT -0 = [X,Y)
YT/ IXYE | LY ROV, ) (=Y T/ XY =y ROX,Y)),

seklindeki bilesenlere sahip oldugundan, [ X, "Y]="[X,Y]-yR(X,Y) esitiigi elde

edilir.
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(i) Keyfi X,Y € Jp(T (M, )) vektsr alanlar igin (x,x”, XE) koordinatlarina gére t(M,)
[HH X ,VV Y]E

iizerinde tanimii [ X," Y] "nin bilesenleri | [""X,* Y]’ | olmak tizere (4.27) ve (4.32)
[HH X 'VV Y]E

kullanilarak,

[HHX,WY]J — HHxlaIWYJ _WYlaI HHxJ
:HHxaaawYJ_l_HHXaaawYJ_l_HHXEa;wYJ

_WYaa*HHXJ _WYzza HHxJ _WY;8:HHxl
0 “ ‘ “

0
- péx ﬂrﬁgaaawYJ +X aaaWYJ - ygrgaﬁx ﬁﬁ;WYJ —Y“a; HH XJ
elde edilir. J = f igin,
= p,XT 8, Y/ + X9, ™Y/ —y'T “ X o Y/ —Y“9_ "X/
0 0 0

=-Y“o_p, X’T,, =0

0
elde edilir. ikinci olarak J = g igin,
= ngﬂFﬁgaﬁa "YP 4+ X9, MY - yfr;‘ﬂxﬁaz Wy P _yep_ XA
0 0 “ “
=—Ya8;Xﬂ =0

0

Son olarak (4.27) ve (4.32) yardimiyla J :,E igin,
= P, X T, 0. %Y+ X“0,"Y 7 —y°T,* X0 "Y P —y 5. X7

= P XPT 0P +X“0,"YP —y°T,* XP Y/ —y“q_rx/
o o

—
0 0

=X, Y/ +Y*o-y'T,” X"

S5¢

o
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=X +Y“XT /,
=X’@NY+T,/ Y*)=(V,Y)

elde edilir. (x*,x*,x”) koordinatlarina gére t(M,) tizerindeki (V,Y) 'nin " (V,Y)
dikey lifti

seklindeki bilegenlere sahip oldugundan, [™ X, Y]=" (V,Y) esitligi elde edilir.
4.13 (1,1) Tipli Tensor Alanlarinin Yatay Lifti

F:Fﬂ“8a®dxﬁ ile tanimli M, ’in bir U komsulugunda F,* bilesenlerine sahip

n

Fe3(T'(M,)) 'in t(M,) iizerindeki "™F yatay lifti

ME = %F —[VF] (4.34)

ile tanimlidir. Burada [VF], keyfi X,Y € 33(T*(M,,)) vektor alanlari igin

[VFI(X,Y) ==V, (FY)+V, (FX), (4.35)

ile tanimh (1,2) tipli bir tensér alanidir. (4.31), (4.34) ve (4.35)den, t(Mn) uzerindeki

(xa,x",x;) koordinatlarina gére F ’in, ™F yatay lifti

F’ T,,F +T,F/ 0
ME=("F)=| 0 Fy 0 (4.36)

0 -T“Fi+T%F* Ff

138



bilesenlerine sahiptir. Burada Fﬁ“ lar F '’in lokal bilesenleri, Fﬁga lar ise t(Mn)

Uzerindeki V ’'nin bilesenleri olup Fﬂa ve F; lar ise (4.33) ile tanimlidir.

ispat: (4.31), (4.34) ve (4.35) den

F/ -, F7+T F 0

a fo a ac’ f
"ME= 0 Fy 0
0 -Iv F; +F;F€“ F;
0 _pa(aaF;+r;y|:g—aﬁ|:;—r[;’7|:;) 0
Vy (FX) Vy (FY)
F/ p,(0,F -0,F) 0 (IVFIOCY ),
=l 0 Fp"‘ 0 |-|0 0 0
0 ygagFﬂa Fﬂa 0 y* (aeFﬂa +rgayFﬂy _Fsyﬂ Fya) 0
Ff pc(aﬂFa"—aaF") 0 0 —pg([VF](X,Y));a 0
=/ 0 F; 0 (-0 0 0|=“F-y[VF]
o var R0 y(E) o
elde edilir.

Teorem 4.13.1. T (M) tizerindeki keyfi F afinor ve X vektér alanlari igin {(M,) de

) MF(X)=" (FoX),
ii) HHF(HHX): HH(FX)

esitlikleri gegerlidir.

ispat: (i) Keyfi X € 35(T (M,)), Fe3i(T"(M,)) icin (4.27) ve (4.36) kullanilarak
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B o o
F/ —Fﬂa F, +FMFﬁ 0 )0

HHE(M™X)=| 0 Fe 010
0 -TFi+T%F"  Ff)(x/

elde edilir.

i) T (M,) lzerindeki keyfi F afinor ve X vektor alanlari igin (4.32) ve (4.36)

kullanilarak
Faﬂ _Fﬁa Faa +FaaFﬁU 0 pGX arao-ﬂ
HH = ( HH _ a B
F("X)=| 0 Fﬂ 0 X
0 - Fﬂg +F;Ff Fﬁ”‘ _yfrgﬂax“
p,XT, jFf +p,L,  Fy X —p,L 0 FiX”
| —
Py (FX)'T,7,
_|pays
= Fﬁ X
—nyyagF;Xﬂ +nyy‘gﬁF:Xﬂ —y‘gFEﬂgX‘gFﬁ“
7ygrsaﬁ(FX )ﬁ

pU(FX)ﬁFﬂ"a (FX)ﬂrﬂa
=| (FX)* =| (FX)* = " (FX)
¥ (FX) ) (TG (XY

esitligi elde edilir.
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5. SONUG

1. Bu projede; Yari-tanjant (pull-back) demetteki izdliisim dontstmleri dikkate alinarak,

yari-tanjant demetin guizel kare (good square) déntsimine bir 6rnek oldugu gosterildi.

2. Yari-tanjant (pull-back) demette izdlisimlli lineer konneksiyonlarin tam liftleri

tanimlandi.

3. Yari-tanjant (pull-back) demette tanimh izdisimll lineer konneksiyonlarinin tam

liftleri ile ilgili ¢esitli lift problemleri (tam, dikey, yatay vb.) arastirildi.

4. Yari-tanjant (pull-back) demette taniml izdusumli lineer konneksiyonlarin tam liftleri

ile ilgili infinitesimal lineer dénusumler incelendi.

5. Yari-tanjant (pull-back) demete (0,2) tipli tensor alanlarinin dikey, tam, yatay vb.

liftleri tanimlandi.

6. Yari-tanjant (pull-back) demete tanimli (0,2) tipli tensor alanlarinin dikey, tam ve

yatay vb. liftlerle ilgili ¢esitli problemler arastirildi.

7. Yari-tanjant demette cesitli metrikler sunulmustur.

8. Yari-tanjant (pull-back) demette izdisumli lineer konneksiyonlarin yatay liftleri

tanimlandi.

9. Yari-tanjant (pull-back) demette tanimli izdusumlu lineer konneksiyonlarinin yatay

liftleri ile ilgili gesitli lift problemleri (tam, dikey, yatay vb.) incelendi.

10. Yari-tanjant (pull-back) demette tanimli izdisumlu lineer konneksiyonlarin yatay

liftleri ile ilgili infinitesimal lineer déntgumler ¢aligildi.
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11. Kotanjant demet T*M izdigimu yardimiyla tanjant demetin TM 6zel bir pull-back

(yari-tanjant tM) demeti tanimlandi ve bu demete tam ve yatay liftler incelendi.

12. Elde edilen bulgular ile birlikte daha sonra hesaplanacak olan yari-kotanjant
demetteki izdigumlu lineer konneksiyonlara ait tam ve yatay liftlerinin katsayilari
kullanilarak en genel yari demet olan yari-tensor demetlerde konneksiyonlarin liftlerine

ulasiimasidir.

13. Elde edilen bulgular ile (p,q) tipli yari-tensér demetlerde izdisimli lineer

konneksiyonlarin tam ve yatay liftleri tanimlanabilir.

14. Elde edilen bulgular ile (p,q) tipli yari-tensér (pull-back) demette tanimlanacak
izdUsumliu lineer konneksiyonlarinin tam ve yatay liftleri ile ilgili cesitli lift problemleri

(tam, dikey, yatay vb.) arastirilabilir.

15. Yari-tanjant demetteki elde edilen yeni dejenere (singuler) metrikler ile gelecekte

fizik alaninda ve diferensiyel geometride ¢ok sayida ¢alismalar yapilacaktir.

142



KAYNAKLAR

Ay, S., 2013. Yari Tanjant Demet. (Y. Lisans Tezi), Fen Bilimleri Enstitisi, Atatlrk
Universitesi.

Bednarska A., 2013. On lifts of projectable-projectable classical linear connections to
the cotangent bundle. Annales Universitatis Mariae Curie-Sklodowska, Sectio
A, Mathematica, 67 (1), 1-10.

Bishop, R. L. and Goldberg S. I., 1968. Tensor Analysis on Manifolds. The Macmillan
Company, p.19-135, New York USA.

Dombrowski, P. 1962. On the Geometry of the Tangent Bundle. Journal fur die reine
und angewandte Mathematik. 210: 73-88.

Duc, T.V., 1979. Structure presque-transverse. J. Diff . Geom., 14 (2), 215-219.

Duggal, K. L. and Bejancu, A., 1995. Lightlike Submanifolds of semi-Riemannian
Manifolds. Acta Applicandae Mathematicae, 38 (2), 197-215.

Eker, S., 2019. Seiberg-Witten-like equations on the strictly pseudoconvex CR-3
manifolds, Bull. Korean Math. Soc., 56 (6), pp. 1551-1567.

Eker, S., 2019. Seiberg-Witten-like equations on the strictly-pseudoconvex CR-7
manifolds, Miskolc Mathematical Notes, 20 (1) , pp. 233-243.

Etayo F., 1991. The geometry of good squares of vector bundles. Riv. Mat. Univ.
Parma 17 (4) 131-147.

Hacisalihoglu, H. H., 2000. Diferensiyel Geometri. Fen Faklltesi, Ankara Universitesi,
269, Tarkiye.

Husemoller, D., 1994. Fibre Bundles. Springer. 376, New York.

Kandatu, A. 1966 Tangent bundle of a manifold with a non-linear connection. Kodai
Mathematical Seminar Reports. 18, no. 4, 259-270.

Kobayashi, S. and Nomizu K., 1963. Foundations of Differential Geometry. Vol. I,
Interscience Publishers, New York-London.

Lawson, H. B. and Michelsohn M. L., 1989. Spin Geometry. Princeton University
Press., Princeton.

Ledger, A. J. and Yano K., 1965. The tangent bundle of a locally symmetric space.
Jour. London Math. Soc., 40, 487-492.

Mikulski W. M., 2007. On the existence of prolongation of connections by bundle
functors, Extracta Math. 22 (3), 297-314.

143



Morimoto, A., 1970. Liftings of tensor fields and connections to tangent bundles of
higher order. Nagoya Math. Jour., 40, 99-120.

O’Neill, B., 1983. Semi-riemannian with applications to relativity. Academic Press, New
York, London.

Ostianu, N. M., 1974. Step-fibred spaces. Tr. Geom. Sem., 5, VINITI, 259-309,
Moscow.

Polat, M., 2018. Complete lifts of vector fields to the special class of semi-tensor
bundle. Konuralp Journal of Mathematics, 6 (2), 332-337.

Polat, M. and Cengiz, N., 2018. Some properties of semi-tensor bundle. New Trends In
Mathematical Science, 6 (3), 147-153.

Pontryagin, L.S. 1947. Characteristic cycles on differentiable manifolds. Rec. Math.
(Mat. Sbornik) N.S., 21(63):2, 233-284.Poor, W. A., 1981. Differential Geometric
Structures. McGraw-Hill, New York.

Poor, W.A. 1981. Differential Geometric Structures, New York, McGraw-Hill.

Ricci, G., Levi-Civita, T. 1900. Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs
applications. Mathematische Annalen. 54 (1-2): 125-201.

Salimov, A. A. and Kadioglu E., 2000. Lifts of derivations to the semitangent bundle.
Turk J. Math, 24, 259-266.

Salimov, A. A. ve Magden A., 2008. Diferensiyel Geometriye Girig. Atatiirk Universitesi,
Erzurum.

Sasaki, S., 1958. On the differential geometry of tangent bundles of Riemannian
manifolds. Tohoku Math. Jour. J., 10, 338-358.

Steenrod, N. 1951. The Topology of Fibre Bundles. Princeton University Press.,
Princeton.

Sahin, B., 2012. Manifoldlarin Diferensiyel Geometrisi, Ankara Nobel Yayinlari.

Tanaka N., 1969. On infinitesimal automorphisms of Siegel domains, Proc. Japan
Acad. 45 (5), 335-338.

Vishnevskii, V. V., 2002. Integrable affinor structures and their plural interpretations.
Geometry, 7.J. Math. Sci., 108 (2), 151-187, New York.

Vishnevskii, V. V., Shirokov A. P. and Shurygin V. V., 1985. Spaces over Algebras.
Kazan. Kazan Gos. Univ. Russian.

Voigt, W. 1898. The fundamental physical properties of crystals in an elementary

presentation, p. 20, Leipzig, Germany.

144



Wiodzimierz M., Toma$ J., 2009. Reduction for natural operators on projectable
connections, Demonstratio Mathematica, 42 (2), 435-439

Yano, K. and Ako M., 1968. On certain operators associated with tensor fields. Kodai
Math. Sem. Rep., 20, 414-436.

Yano, K. and Ishihara S., 1967. Horizontal lifts of tensor fields and connections to
tangent bundles. Jour. Math. and Mech., 16, 1015-1030.

Yano, K. and Ishihara S., 1973. Tangent and Cotangent Bundles. Marcel Dekker, Inc.,
New York.

Yano, K., Kobayashi, S. 1966. Prolongations of Tensor Fields and Connections to
Tangent Bundles, I. General Theory, Jour. Math. Soc. Japan, 18, 194-210.

Yano, K., Ledger, A.J. 1965. The Tangent Bundle of a Locally Symmetric Space. J.
London Math. Soc, 40: 487-492.

Yano, K. and Patterson E. M., 1967. Vertical and complete lifts from a manifold to its
cotangent bundles. Jour. of Math. Soc. Japan, 19 (1), 91-113.

Yildirrm, F. 2015. On a special class of semi-cotangent bundle, Proceedings of the
Institute of Mathematics and Mechanics, (ANAS) 41, no. 1, 25-38.

Yildirrm, F., 2018. Diagonal lift in the semi-tanget bundle and its applications.
Trasactions of NAS of Azerbaijan, 38 (4), 134-148.

Yildirm, F., Salimov, A. 2014. Semi-cotangent bundle and problems of lifts, Turk
J. Math, 38, 325-339.

Yildirrm, F. and Simsek M., 2020. Lifts of (0,2) tensor fields in the Semi-Tangent
Bundle. TWMS J. App. and Eng. Math., 10, 866-877.

145



