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Bu tezde ilk olarak, bir B manifoldu iizerindeki M fibre demeti kullanilarak, tB yari-
tanjant (pull-back) demetin tanimi yapilmigtir. Daha sonra, tB yari-tanjant demette
izdlistimlii lineer konneksiyonun tam liftleri incelendi. Bu tezin amaci, izdiistimlii lineer
konneksiyonun tam liftleri ile yari-tanjant demette bilinmekte olan vektdr alanlarinin
dikey, tam ve yatay liftleri arasinda iliski kurmaktir. Ayrica, bu tezde giizel kare
doniigiimii i¢in yeni bir 6rnek sunulmustur. Son olarak, izdiisiimli lineer konneksiyonlar

ve infinitesimal lineer doniistimler ele alinmistir.
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In this thesis; firstly, using the fiber bundle M over a manifold B, the definition of semi-
tangent (pull-back) bundle tB is given. Later, complete lifts of projectable linear
connection for semi-tangent bundle tB are analyzed. The purpose of this thesis is to
establish relations between complete lifts of projectable linear connection and other lifts
already known. In thesis, a new example for good square is also presented. Finally,

projectable linear connections and infinitesimal linear transformations are discussed.
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1. GIRIS

Diferansiyel Geometri, Geometrinin bir boliimii olup diferansiyel ve integral hesaplama
yontemlerini kullanarak geometrik problemleri analiz eden matematigin bir alt dahdir.
XVILI. yiizyilda Descartes, Fermant ve daha sonra Leibniz tarafindan kesfedilen ve halen
giincelligini koruyan Diferansiyel geometrinin temel konusu, Oklid uzayinda yiizeylerin
ve egrilerin incelenmesi olmustur. XVIII. ylizyilda da Euler, egrilerin parametrik
gosterimini vermis ve yiizeylerin egriligi ile ilgili calismalar gelistirmistir. Yiizeyler ile

ilgili ilk kitab1 ise Monge 1975 yilinda yazmuistir.

Diferansiyel geometrinin gelismesinde en énemli donem XIX. yiizyil olmustur. Gauss
1827 yilinda yiizeylerin dahili geometri fikrini gelistirmis ve bunla beraber yiizeylerin
tam egriliginin dahili geometri problemi oldugunu gostermistir. Yine ayni yiizyilda

Lobachevskii, Euclidean geometrisinden baska geometrilerin de oldugunu ispatlamstir.

Riemannian Geometri adi verilen geometri 1851 yilinda Riemannian tarafindan
tanimlanmistir. XIX. yiizyilin sonlarinda bu geometriler hizla gelistirilip, Mekanik ve

Relativite teorisinde uygulama alanlar1 bulmustur.

Tensor kavrami Diferansiyel Geometri’de onemli bir yere sahip olup ilk olarak 1898
yilinda fizik¢i Woldemar Voigt tarafindan kullanilmistir. 1890’Ih yillarda tensor
hesaplamalari ilk kez Ricci olarak taninan Gregorio Ricci Curbastro tarafindan, “mutlak
diferansiyel hesaplamalar” basligi altinda kendisi tarafindan sunulmustur. Daha sonra
1900 yilinda Ricci ve Tullio Levi-Civita “mutlak diferansiyel hesaplama metodlar1 ve

uygulamalar1” basglig altinda ¢calismalarini yayimladilar.

Tensor alani, uzaydaki her bir noktaya bir vektor veya skaler karsilik getiren ve bunlarin
genellesmis sekli olan manifold {izerinde tanimli bir doniisiimdiir. Kisaca manifoldun
her bir noktasina bir tensor karsilik getiren doniistimdiir. Diferansiyel geometride tensor

alan1 yerine kisaca tensor kullanilir.



Riemannian manifoldunda tanjant demetlerin Diferansiyel Geometrisi ilk kez 1958°de
Sasaki tarafindan incelenmistir. Tanjant demetteki geometrilerin gelismesine
Dombrowski 1962°de 6nemli katkida bulunmustur. Yano ve Ledger (1965), tanjant
demeti simetrik uzaylarda tanimlayip bununla ilgili ¢alismalar yapmiglardir. Daha sonra
Kandatu, 1966 yilinda lineer olmayan konnesiyona sahip bir manifoldda tanjant demeti

tanimlamistir.

Tanjant demette liftler ile ilgili yapilan ilk c¢alisma tensér alanlarmin ve
konneksiyonlarin dikey ve tam liftleri olup Kobayashi ve Yano (1966) tarafindan
yapilmistir. Ama lift kavrami genisleme anlaminda daha 6nce Sasaki’nin 1958 yilindaki

calismalarinda “devam” ad1 altinda ¢alisilmistir.

1967 yilinda Yano ve Ishihara “tanjant demette konneksiyonlarin ve tensér alanlarinin
yatay liftleri” ile ilgili ¢calismalarda bulunmuslardir. Ayrica “Tanjant demette tensor
alanlariin ve konneksiyonlarin liftleri” ile ilgili caligmalar 1970 yilinda Morimoto

tarafindan yapilmistir.

Yano ve Petterson, 1967 yilindaki calismalarinda lift konusunu kotanjant demette
incelemistir. Yano ve Ishihara, 1973 yilindaki ¢alismalarinda ise hem tanjant demet
hemde kotanjant demete dikey, tam, yatay ve diagonal liftlerle ilgili elde edilmis 6nemli

sonuclara yer vermistir.

Yari-tanjant demet ise ilk olarak Duc tarafindan 1979 yilinda tanimlanmis ve yari-
tanjant demete ait bazi Ozellikler Vishnevskii tarafindan 2002 yilinda incelenmistir.
2000 yilinda Salimov ve Kadioglu “yari-tanjant demette Lie ve kovaryant tlirevlerinin

tam liftleri” ile ilgili calismalar yapmislardir.

Ayrica, 1985 yilinda Vishnevskii, Shirokov ve Shurygin ve 2002 yilinda Vishnevskii
tarafindan yari-tanjant demete izdiislimlii lineer konneksiyonlar ve bunlarin egrilik,

burulma tensorleri ile lie tiirevleri gibi baz1 6zellikleri ¢aligilmigtir.



Bu tezde ise 2002 yilinda Vishnevskii tarafindan baslatilan yari-tanjant (pull-back)
demete izdiisiimlii lineer konneksiyonlarin tam liftleri tanimlanip, ¢esitli lift problemleri
ele alinmistir. Ayrica, yari-tanjant demetin giizel kare doniisiimiine somut bir 6rnek
oldugu gosterilmis ve yari-tanjant demette infinitesimal lineer doniistimler ilk kez ele

alinmustir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Diferansiyellenebilir Manifoldlar

Bu bolimde manifoldlarin tanimi  verilmekte ve iizerindeki temel yapilar

tanitilmaktadir.

Tamm 2.1.1: M bir Hausdorff topolojik uzay olsun. U < M agik kiimesinden V' — R”

bolgesine tanimlanan ¢ : U — V' homeomorfizm doniisiimiine M uzayinda n boyutlu
koordinat sistemi veya harita, U agik kiimesine ise ¢ haritasinin koordinat bolgesi veya

koordinat komsulugu denir ve (U , (o) seklinde gosterilir. x e U i¢in
go(x) = (xl,xz,...,x”) eR"

olur. Burada x',...,x" gergel sayilarma x noktasmin ¢ haritasindaki koordinatlar1 denir

(Salimov ve Magden 2008)

Tanmm 2.1.2 Eger M Hausdorff topolojik uzayinin n boyutlu ¢, haritalarinm U,
bolgeleri,
M =|JU, (A-indisler kiimesi )

aecA

olacak sekilde bu uzayi orterse M uzayina n boyutlu topolojik manifold yada sadece n

boyutlu manifold denir (Salimov ve Magden 2008)

Tamm 2.1.3: M Hausdorff topolojik uzay ve k, 0<%k sartin1 saglayan bir tam say1

o

olmak iizere, asagidaki sartlar1 saglayan {(U @,) aeAU, cM } lokal koordinatlar

ailesi M de C*-sinifindan n boyutlu atlas olarak adlandirilir.



i. M , n boyutlu topolojik manifold, yani lokal haritalarin U, bolgesi M manifoldunu

orter

ii. Herhangi a, B € 4 i¢in U, "U, #Q olmasi durumunda
¢ﬁ O¢a_l :¢a(Ua mUﬂ)_) ¢ﬁ(Ua mUﬂ)

doniisiimii  C* simfindandir. (Bu sarta (U,,p,) ve (U ﬂ,(oﬂ) haritalarmin  C*
uzlagmasi sart1 da denir.)

Koordinat déniisiim  kurali (u’ﬁ :u;(uéli, jzl,...,n) seklinde olan ¢, 0@,
doniisiimiine koordinatlarin doniisiimii denir. Burada u; ve u), sirasiyla, U,.p,) ve
(U ﬂ,goﬂ) haritalarindaki x noktasinin  koordinatlandir. U, "U, =0  olmasi
durumunda @, o @, doniisiimii tanmimlanamaz. Bu durumda ¢ 5 © @, doniisiimiiniin
C* smifindan oldugu kabul edilecektir. Bu doniisiimlerinin  C*  smifindan
diffeomorfizmler olmasi ile yukarida bashedilen 2.sart denktir. Yani, ¢, o(p;1

koordinat doniistimiiniin Jakobi matrisinin determinant1 sifirdan farklidir (Salimov ve

Magden 2008)

Tamm 2.1.4: (U,,¢, ), {(Ua’%)}aeA atlasinn ve (U, ¢, ) da {(Uﬂ,goﬂ)}ﬁ _ atlasmnin

keyfi haritalar1 olmak iizere eger bu haritalar C* uzlasms ise yani her iki atlasin

birlesimi C* sinifindan yine bir atlas ise bu atlaslara denk atlaslar denir (Kobayashi and

Nomizu 1963).

Tamm 2.1.5: C* atlaslarmin denklik sinifina M Hausdorff topolojik uzay: iizerinde
C* yapt ad1 verilir. C* yapisinm biitin C* atlaslarinin birlesimi olan C* atlasina

maksimal C* atlas denir (Kobayashi and Nomizu 1963).

M Hausdorff uzay: iizerindeki C* atlaslarinin biitiin denklik siniflar1 kendisinin bir

elemani ile tayin edilebilir. Yani, C* yapisi, onun keyfi C* atlasi yardimiyla



olusturulabilir. Béylece M {izerindeki her bir C*yapisin bu yapidan olan bir C*

atlas ile verilebilecegi sonucuna varilir.

C* (lékéoo) yaptya diizgiin (smooth) yapi, C° yapiya ise topolojik yapi denir.

Bundan sonra sadece C” yapilara bakilacaktir.

Tanim 2.1.6: M, sayilabilir baz1 olan Hausdorff topolojik uzay olmak lizere eger M
tizerinde n boyutlu C” atlaslarinin C* yapist verilmis ise bu uzaya C”simifindan n

boyutlu diferansiyellenebilir manifold veya diizgiin (smooth) manifold denir ve M, ile

gosterilir (Salimov ve Magden 2008)
2.2. Tensor Alanlari

Bu boliimde 6ncelikle tensor tanimi yapilarak, tensor cebrinin temel kavramlari, tensor

ornekleri, vektor ve kovektor alanlari ile dis form tanitilmaktadir.

Tamm 2.2.1: B,, n boyutlu vektdr uzay1 ve onun dual uzay1 ise B, olmak iizere

i

x,€B,, j=L..,q9, q tane vektor ve teB

no

i=l,...,p, p tane kovektor

degiskenlerine karsilik gelen
. R 1 2 V4
o=t (xl,xz,...,xq,f,f,...,f)

gercel degerli fonksiyonu eger her bir degiskene gore lineerlik sartini saglarsa bu

fonksiyona multilineer fonksiyon denir.

Mesela ;1 vektor degiskenine gore, A, x € R igin

p

12 p 12 12 p
a):t(/lx+/1y,x2,...,xq,§,§,...,§)=/7,l (xaxza"'axqaé:aé:a"'a )+ﬂt(y:xz:---:xqagaga---:é:)



seklinde lineerlik sartim1 sagladigi gosterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karsilik

gelen

g—tane
f—/%

t:B xB x.xB xB'xB .xB >R
%/—/
p—tane
operatdriine B, uzaymda q. dereceden kovaryant, p. dereceden kontravaryant tensor

denir. Bu sekilde tanimlanan tim tensorlerin uzayr 7 (B,) ile gosterilir. p>0, ¢ >0

olmak {izere s = p+q sayisina tensoriin valentligi, (p,q) gOsterimine ise tensoriin tipi
denir. (0,q) tipli tensorlere kovaryant tensorler, (p,0) tipli tensorlere ise kontravaryant

tensorler denir. A € R sayisina (0,0) tipli tensor olarak bakilabilir (Sahin 2012)

Ornek 2.2.1. v : B, - R dual vektdrii 1. mertebeden kovaryant tensdrdiir.

Ornek 2.2.2. B, bir vektor uzayr olmak iizere B, ile (Bn*)* 0zdes oldugundan her

ueB, vektori, u:B~— R lineer donlisiim olarak almirsa, her bir vektor 1.

mertebeden kontravaryant vektordiir.
Ornek 2.2.3. Her bir bilineer form 2. mertebeden kovaryant tensordiir.

Ornek 2.2.4. 7:B'xB~—>R ile tanimli 2-lineer doniisimii 2. mertebeden

kontravaryant tensordiir.

Ornek 2.2.5. R”  deki matrislerin n—tane kolon vektorii iizerinde determinant

fonksiyonu 7 —lineer oldugundan determinant fonksiyonu n. mertebeden kovaryant

tensordur.



Tamm 2.2.2: B, bir vektor uzay1 ve onun dual uzayida B, olsun. 7.(B,), B, vektor

uzay1 iizerindeki p. mertebeden kovaryant ve g. mertebeden kontravaryant tensorlerin

uzay1 olmak iizere

i .p p-1
Cj.Tq —>Tq_l

4 > CA(Xyn X, 0 0) = CLAX,,... X

1 q-1
p_l,C() 5D }

Ve

m 1 g-1
1y @@ 0"

(CA)=) AX,.X,,..X

ile tanimlanan operatdre kontraksiyon (daraltma, biikiilme) operatdrii denir. Burada

X, XX

mo 19°e

L. Ve o",@',..,0"", siasiyla, B, iizerindeki baz vektorler ve dual baz

vektorleridir. Buradan bir kontraksiyon isleminin, (p,q) tipli tensorii (p—1,g—1) tipli

tensore tagidigini yani tensoriin mertebesini diisiirdiigii soylenebilir (Sahin 2012)

T,)(B,) uzaymn tim simetrik tensorlerinin alt uzayr S, (Bn) olsun. Keyfi bir (0,2)

tipli geS,(B,) simetrik tensorii igin,

2(%7)=0, VieB, @.1)

sartindan x =0 alinirsa g tensoriine regiiler tensor adi velirilir. (2.1)’in koordinatlarla

ifadesi,
gx'y’ =0
seklindedir. Vy’ e B, i¢in bu esitlik saglandigindan

gi].xi =0, j=1..n



bulunur. Bu denklem sisteminde x' =0 olmasi igin

Det(g i ) =0
olmali. Burada (gl.j ), g tensoriine karsilik gelen matristir.

Eger geS,(B,) simetrik tensorii regiiler ise bu tensére B, uzayinda esas tensor
(metrik tensor) denir. (gf" ) matrisi esas tensore karsilik gelen (g@./.) nin tersi olmak

uzere

§kjgji =5 (2.2)

1

esitligi gegerlidir. B, vektdr uzay1 ve onun duali olan B, uzaylar arasindaki

& =gux"s (1,=g,9") (2.3)
dontistimiinde (2.2) esitligi kullanilirsa,

x=g"s, ' =g"n) (2.4)
bigiminde olur. g € S,(B,) simetrik tensori,

w=g(%7)=g,x'y’
invaryant bilineer form seklinde yazilir. (2.3) ve (2.4) esitlikleri kullanilarak,
o=g(%5)=gx'y =x'n =8¢

elde edilir. Buradan, (0,2) tipli g esas tensorii verildiginde kovektor degiskenlerinin

invaryant bilineer formu @ =g"n,£; seklinde bulunur. Burada g7, (2,0) tipli tensoriin
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koordinatlar1 olup bu tensére g tensoriiniin invers tensorii denir. Ayrica g

tensOriiniin de simetrik oldugu

gn.&)=8"né =nx' =g,y

8(5577)=§ﬁ§j77i :é:jyj :gjkxkyj

=g, ¥y =gy =8(n.¢)

esitliklerinden goriiliir. Buradan, B, uzayinda g simetrik tensorii verildiginde B,

uzayindan B dual uzayma bir izomorfizm bulunur. Boylece vektor ve kovektorler

aynilagtirilir. Hem vektor hemde kovektor X sembolil ile gosterilir. Yani,
i i ~ ik
X = 8uX s X =& X

seklinde yazilir. (xi - xk) islemine indisin indirilmesi, (xk —x' ) islemine ise indisin

yukseltilmesi denir. § ()?, )7) tensorii incelenecek olursa; indislerin yiikseltilmesi islemi,
SPJ — ngSi/_’ Slp — g}?lSi]_, SPq — gplgﬁPJSU_

ve indislerin indirilmesi iglemi,
S, =8,5". S,=8,5, S,,=8,8,5

seklindedir.

B, uzayinda g()?,)?), (0,2) tipli tensor olmak lizere X,y € B, vektorlerinin skaler
carpimina, bu tensoriin X ve y vektorleri izerindeki izi (trace) denir. ()?,)7) veya Xy

seklinde gosterilir ve

y=g(%y)=gxy =x;)’ (2.5)
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olarak tanimlanir.

Det(gij ) # 0 (regiilerlik sart1) olmas1 durumunda skaler ¢carpima, regiiler ¢arpim denir.

Tamm 2.2.3: C” siifindan bir M, manifoldunun her p noktasindaki tanjant uzayi 7T,
olmak tizere her p € M, noktasina karsilik gelen tanjant uzayimin bir elemani olan X,

vektorii karsilik getiren vektor degerli X fonksiyonuna vektor alani denir (Salimov ve
Magden 2008).
f fonksiyonu M, manifoldunda bir doniisiim olmak tizere

(X Np)=X,/

seklinde tanimlanan Xf  de M, manifoldunda bir doniistiimdiir.

U c M, koordinat komsulugu olmak iizere bu komsuluktaki bir vektor alan
X =£&70,

bicimindedir. Burada &' bilesenleri U komsulugundaki lokal koordinatlara bagldir ve

seklinde yazilir.

C” smifindan bir M, manifoldunun her m € M, noktasindaki biitiin (p,g) tipli tensorler

i¢in uygun bir T (m) tensor uzay1 vardir.
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Tanmm 2.2.4: C” smifindan bir M, manifoldunun her m e M, noktasindaki (p,q)
tipli tensor uzayr T (m) olmak iizere her m noktasma T s (m) tensér uzaymdan bir

tr (m) tensorii karsilik getiren (p,g) tipli T fonksiyonuna tensor alani denir (Bishop and

Goldberg 1968).

Ozel olarak; p =1, ¢ =0 alimrsa (1,0) tipli bir vektdr alan1, p =0, ¢ =1 almirsa (0,1)
tipli kovektor alan1 ve p =g =0 alinirsa M, manifoldundaki her m noktasina bir

skaler deger karsilik gelir. Dolayisiyla (0,0) tipli tensor alami gercel degerli bir

fonksiyon belirtir.

f, Uc M, bolgesinden alinan C” smnifindan bir fonksiyon olmak iizere her x e U
icin df

operatoriiniin (0,1) tipli bir tensor alan1 oldugunu gosterir.

L eT’ (x) olur. Buda f fonksiyonunun diferansiyelini gosteren df

T,, M, manifoldunun keyfi bir m noktasindaki tensorii olmak {izere eger 7, tensori
antisimetrik tensor ise 7' tensor alanina antisimetrik tensor alani, 7, tensorii simetrik

tensOr ise 7T tensOr alanina simetrik tensor alani denir.

(p.q) tipli bir T tensor alani i¢in (0,1) tipli vektdr alanlart X ..., X, ve (0,1) tipli tensor

alanlari da 6,,...,0, olmak tizere

7(6,,s0,, X, s X, k) = T, (6, (m)..... 0, (m), X, (m),..., X , (m))

1202 Yp> >Yp
esitligi gergel degerli fonksiyon belirtir.
T tensor alanmin bilesenleri x’ koordinatlarma gore,

fjody i i
le'__jq =T(dx",...,dx ,81.1,... i
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bi¢iminde olup gercel degerli fonksiyonlardir (Bishop and Goldberg 1968).

T tensor alaninin C* sinifindan olmasi i¢in bilesenlerinin C* sinifindan fonksiyonlar
olmasi gerekir. C” smifindan (0,1) tipli tensor alanlarina 1-form (kovektor alani) veya

Pfaffian form denir.

Her bir 6,,...,0, 1-formlart ve her bir X,..., X , C* smifindan vektor alanlar igin T
tensOr alaninin C* smifindan olmasi i¢in gerek ve yeter sart T ((91,...,49p,X . ¢ q)

fonksiyonunun C* smifindan olmasidir.

Tamm 2.2.5: (0,2) tipli bir @ = (w,) tensdril i¢in verilen indislere gore antisimetriklik
sarti varsa @ = (w;) tensériine 2-form veya dis form denir.

Herhangi bir k-forma dis diferansiyel uygulanirsa (k+1)-form elde edilir. Yani @, k-

form ise dwe T, (M,) olup (k+1)-form olusur. Bu sekildeki (k+1) formlara tam form

denir.
d’o=d(dw)=0

esitliginin saglanmasi durumu tam formlarin 6nemli bir 6zelligidir. Yani tam formlara

dis diferansiyel uygulanirsa sonug sifir olur (Sahin 2012).

Ornek 2.2.6: @ = xdy Adz — ydx A dy formunun tam form olmadigmi ya da kapali form

olmadigini gdsterelim. Dis diferansiyel i¢in

do=dxndyndz+xd(dy ndz)—dy ndx Ady— yd(dx A dy)

olup d* =0 oldugundan

do=dxndyndz—dy ndx ndy
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elde edilir. Ayrica dx A dy = —dy A dx oldugu kullanilirsa
do=dxndyndz+dyndyndz
olur. Diger taraftan dy A dy =0 olup
do=dxndyndz

elde edilir. Burada dx A dy Adz # 0 oldugundan @ bir kapali form degildir. Dolayisiyla

tam form da degildir.

2.3. Vektor Demetleri

Bu alt boliimde fibre demetleri, vektdr demetleri ve iizerindeki diferansiyellenebilir

yapilar tanitilarak vektor demeti 6rnekleri verilmistir.

Tanmm 2.3.1. B, E,F, C” simifindan birer manifold ve 7: £ — B de C” sinifindan bir

doniisiim olsun. Eger

(mo@,)(x,y)=x, xeU,,yeF

olacak sekilde

¢, U, cBxF >z (U,)c E—~>B
(x.7) =@, (x.y)—— (70, )(x) = x

diffeomorfizmlerinin {(U , 0, )}ad ailesi varsa # doniisiimiine F manifolduna gore

a

lokal carpim Ozelligine sahip doniisiim denir. Dz{(U P, )}ae[ sistemine de 7

24

dontlistimiiniin lokal ayrigmasi denir. Burada {Ua} B manifoldunun bir acik

ael ’
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ortiistidir. C” (E ,B) = {7Z'|7Z E— B} climlesinin herhangi bir elemani lokal ¢arpim

0zelligini saglamasi halinde bu doniisiime agik ve 6rten bir doniisiim denir (Husemoller

1994).

Tammm 2.3.2. Eger lokal carpim o&zelligi olan bir 7:E— B doniisiimii varsa

¢ =(E,z,B,F) dortliisiine diferansiyellenebilir fibre demeti denir.

Bir fibre demetinde, £ manifolduna baz manifoldu veya total uzay, F manifolduna
fibre modeli, B manifolduna baz uzay ve 7 doniisiimiine de izdiisiim veya fibrasyon

denir. Fibre demeti £ veya 7x:E — B seklinde gosterilir (Husemoller 1994).

Tamm 2.3.3. Vx € B icin
7' (x)=F, = {u € E|7r(u) = x}
kiimesine x lizerinde fibre denir. Burada 7:E — B bir fibre demetidir. Tim F,

fibrelerinin ayrik birlesimi

E=JF,

xeB

total uzayin verir (Duggal and Bejancu 1996).

Not 2.3.1. Fibre demeti i¢in verilen tanim gbdzoniine alinarak, bir manifold ve onun
biitiin tanjant uzaylari ile birlikte bir fibre demeti oldugu sdylenebilir. Bu durumu daha
iyl gorebilmek i¢in M 1-boyutlu manifold (egri) olmak iizere egrinin her noktadaki

teget vektorleri (tanjant uzaylari) ele alalim. p € M noktasindaki teget vektorti olan T,

tizerindeki her nokta, uzunlugu olan ve p noktasinda M manifolduna teget olan bir

vektor gosterir. Boylece her nokta i¢in sadece bir vektor ve bir nokta karsilikli olarak
vardir. Buradan, biitiin noktalardaki biitiin vektorler toplulugu aymi anda gozoniine
aliirsa yeni bir manifold tanimlanabilir. Her nokta ve bu noktadaki vektor elde edilen

yeni manifoldun noktalarini olusturacagi i¢in manifold 2-boyutlu olur. Bdylece 2-
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boyutlu fibre demeti elde edilir. Bu fibre demetinde her p noktasindaki 7, tanjant

uzaylar1 demetin fibreleri olur. Burada alinan 1-boyutlu manifold (egri) fibre demetinin

baz manifoldudur (Sahin 2012)

Tammm 2.3.4. M ve B diferansiyellenebilir manifoldlar olmak {lizere 7:M — B
diferansiyellenebilir doniisiim olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa E(M,B,7) ye

B manifoldu tizerinde vektor demeti denir.

1. Her p e B, 7" '(p) vektdr uzay1 yapisina sahip olup bu uzayin boyutu her zaman sabit
kabul edilir. 77'(p) vektdr uzayina vektdr demetinin fibresi denir.

2. Herhangi p € B noktasinin bir komsulugu U , n>0 sayisi ve
h:UxR" — 77 (U)
diffeomorfizm dontisiimii var oyle ki keyfi g € U i¢in
h:R" = 7z7'(U)

y—h(q,y)

doniisiimii R” ile 7' (¢g) arasinda bir lineer izomorfizmadir.

Burada M manifolduna baz manifoldu, B manifolduna iis manifoldu, = doniisiimiine
izdiisiim doniisiimii, 7 '(p) uzaymna p noktasindaki fibre ve (U,h) ikilisine de M
manifoldunun koordinat haritas1 denir. Bir fibre demeti ile vektéor demetinin
karsilastirilmasindan F'=R" ve F ’in vektor uzayr oldugu kolayca goriiliir (Sahin

2012).

Vektor demetine asagidaki gibi drnekler verilebilir.
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Ornek 2.3.1. M diferansiyellenebilir bir manifold olmak iizere M xR" bir vektor

demetidir. Bu vektér demeti asikar vektor demeti olarak adlandirilir. Bu vektor
demetinin izdisimii, (p,x)e M xR" noktast icin z(p,x)=p ile tamimhdir. Diger

taraftan 4,4, e R i¢in

A(p,x)+4(p,x,) = (p, Ax, + 4,x,)

olarak tanimlanirsa fibreler vektor uzay1 yapisina sahip olur.

Ornek 2.3.2. T,M, peM noktasindaki tanjant uzay1 olmak tizere diferansiyellenebilir

M manifoldunun tim p noktalarindaki 7,M tanjant uzaylarinin birlesimi

™ =\ JT.M
PEM
seklindedir. (p,V)eTM ikilisi icin 7:TM — M izdisimini =z(p,V)=p ile

tammlayalim. Bu durumda 4,4, €R, V.V, e T, M ve peM igin

A, V) +4(p.V,) = (p, AV + 4.1))

islemi ile birlikte 7' (p) fibresi vektdr uzay1 yapisina sahip olmaktadir. Diger taraftan

peM icin M manifoldunda ¢(U) ={(x1,...,xn)} cR” olacak sekilde p noktasinin

bir U komsulugu ve ¢ koordinat donilisiimii vardir. p noktasindaki ai tanjant

X.

tp

vektora ve

h:UxR" = 77'(U)

(P> Hp V)= 31—

i=l1 i
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L 0
doniigiimii tanimlansin. e = Z e, —| i¢in

i=1 i

h'(e) = (n(e),(e,..e,))

olur. Boylece s donligimii bir diffeomorfizma belirtir. Sonug¢ olarak TM , M
manifoldu {lizerinde bir vektdr demetidir ve bu vektér demetine tanjant demet denir

(Sahin 2012).

Tamm 2.3.5. ¢ =(E,n,B,F) ve { =(E,x,B,F") iki vektdr demeti olmak iizere eger
asagidaki sartlar saglaniyorsa ¢ vektdr demetine, ¢ vektdr demetinin altvektor demeti

denir.

1. B=8B,
2. Vx e B igin F, fibresi F. fibresinin bir altvektdr uzayidir,

3. 1: E — E inclusion doniisiimii diferansiyellenebilirdir (Steenrod 1951).
2.4. Lie Operatorii ve Lie Tiirevi

Tanimm 2.4.1. X ve Y, bir U c M, acik kiimesinde taniml1 olan vektor alanlart ve f

fonksiyonu C*(M ,R) climlesinin bir elemant olmak lizere X ve Y vektor alanlarinin

n?’

Lie operatori,
[X.Y]()=XY(f)-YX()

esitligi ile verilir ve [X,Y] seklinde gosterilir (Hacisalihoglu 2003). 6, dogal catisina

gore [ X,Y] vektor alanmin ifadesi

[X.¥Y]=Xy-YXx=(X'0Y -Y'0,X")0,
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seklindedir. Ozel olarak X =9, ve Y =8, alnirsa,

[0,,0,]=0

oldugu goriiliir.
Ornek 2.4.1: x, y ve z, R’ Oklidyen uzaymin koordinatlar1 olmak iizere U zza—,
z

V= xi alalim.
0z

o o o 8 o, 0
[U,V]f{za,xE}fZZG—Z(xa—Z(f))—XE(Zg(f))

N N

=z X———XZ—5 =

oz’ oz oz’ 0z
esitligi elde edilir. Boylece [U,V]=-V olur.

Lie operatorii asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i [X,Y+Z]=[X,Y]+[X.Z] (Lineerlik)

ii. [X,Y]=-[Y,X] (Anti-simetriklik)

iii. [X, fY]=(Xf)Y+ f[X,Y] (Leibniz Sartr)

iv. [ X[V, Z]]+[Y.[Z.X]]+[ Z,[X.,Y]]=0 (Jacobi Ozdesligi)
v. [ Y]=-()X + f[X.Y]

vi. [ X, gY]= f(Xe)Y —g(YNX + fg[ X,Y]

Tamm 2.4.2. Asagidaki sartlar1 saglayan X vektor alam1 yoniindeki L, , X € 3, (M)

tensOr diferansiyelleme islemine Lie diferansiyellemesi denir.
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1. L, f=Xf,Vfe3(M,),

2. LY =[X,Y],VX,Y € 3((M,).
L,Y nin lokal koordinatlarla ifadesi
LY =X,y -Y"0, X'
seklindedir. Lie diferansiyellemesi kullanilarak elde edilen degere Lie tiirevi denir.

Keyfi tipli bir 1 € 3/ (M) tensor alani i¢in Lie tiirevi formiili
bk, i oo, o - X iy N gy ok,
Lyt; = Xkakt./l----./; + Z (5_/1Xk)fjl...k.../; - Z (0, X575
A=1 =1

bicimindedir (Salimov ve Magden 2008).

Not 2.4.1: Bazi temel tensorlerin Lie tiirevleri asagidaki gibidir:

i. (1,0) tipli tensorlerin Lie tlirevlemesinin koordinatlarla ifadesi:
LY =X"3,Y -Y"0, X'

ii. (0,1) tipli tensorlerin Lie tiirevlemesinin koordinatlarla ifadesi:
L,w=X"0w+0X"w,

iii. (1,1) tipli tensorlerin Lie tiirevlemesinin koordinatlarla ifadesi:

L, =X"0,1,-0,X't"+0,X"t,

iv. (0,2) tipli tensorlerin Lie tiirevlemesinin koordinatlarla ifadesi:
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Lyg, =X’”6mgij +6l.Xmgmj +6ijgl.m

v. (1,2) tipli tensorlerin Lie tlirevlemesinin koordinatlarla ifadesi:

k m k kgm m ok m ok
LySt=X"0,8" -0, X*S" +0,X"S" +0 X"S,

vi. (1,2) tipli tensorlerin Lie tiirevlemesinin koordinatlarla ifadesi:

LR, =X"0,R} —0,X'R, +0,X"R., +3,X"R., +0,X"R;

ijk m* Vijk ijk mjk im ijm

2.5. Diferansiyellenebilir Manifold Uzerinde Levi-Civita (Afin) Konneksiyon

yiu' = ui(t) egrisinin noktalarina uygulanan vektorler arasinda baglanti olusturma

kurali; diferansiyellenebilir bir M, manifolduna y egrisi boyunca konneksiyon dahil
edilmesidir. y egrisinin keyfi bir noktasindaki v' vektorii alinan ¢ parametresine bagl

olarak degisip konneksiyona gore baslangigtaki ile uygun kaliyorsa bu durumda V'

vektoriiniin - alinan konneksiyona gore p egrisi boyunca paralel kaydirildigi

soylenebilir. ~ Paralel kaydirmayr ifade eden V' =V’ (t) fonksiyonlarinin

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmasi i¢in verilen konneksiyonun
diferansiyellenebilir olmas1 gerekir. Vektorlerin paralel kaydirilmas: durumunda lineer

bagimlilik sart1 korunursa bu konneksiyona lineer veya afin konneksiyon denir.

Bir vektoriin egri boyunca alinan afin (lineer) konneksiyona gore paralel kaydirilmasi,

yani verilen afin konneksiyonunun y egrisinin ¢esitli noktalarina uygulanan vektorler

arasindaki uygunlugunu ifade eden sartin1 bulalim. y egrisinin baslangi¢ noktasindaki

ili, k=1,..n lokal bazim1 alalim ve farz edelim ki izi(t) nin lineer bagimliligl, baz

vektorlerin verilen egri boyunca paralel kaydirilma kuralini ifade etmis olsun. Keyfi

i

V=2 ckzi vektoriinlin afin konneksiyona gore yp egrisi boyunca paralel kaydirilmasi

i¢in gerek ve yeter sart A" katsayilarmin sabit olmasidir. Boylece,
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av' = Ada’ (2.6)
k

ifadesi yazilabilir. v’ = A i’i esitliginden

A=av (2.7)

. k
olur. (2.6)’da verilen 5{1’ baz vektoriidiir ve a, da buna karsilik gelen kobaz vektortidiir.

Dolayisiyla ili :1[ =0, esitligi gegerlidir. (2.7) esitligi (2.6)’da kullanilirsa,
'+t =0 (2.8)

esitligi elde edilir. (2.8) denkleminde o/,
of =—a;da" (2.9)

bi¢imindedir. (2.8) sarti v' vektoriiniin verilen afin konneksiyona gore paralel
kaydirilmas: sartidir. (2.9)’da verilen @), baglant1 objeleri veya konneksiyon formlari

olarak adlandirilir.

Teorem 2.5.1:

i. Baglant1 objeleri (konneksiyon formlari), {a,i} bazinin segilisinden bagimsizdirlar.

ii. Baglant1 objeleri, egrisel koordinatlarin doniistiiriilmesinde tensorlerin doniisiim

kuralina gore dontismezler (Kobayashi and Nomizu 1963).
Ispat:

i. Farkli bazlara karsihk gelen o' ve @, konneksiyon formlari olmak iizere v'

vektoriiniin verilen konneksiyona gore paralel kaydirilmasi sart1 her ikisi i¢in, sirasiyla,
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'+ o' =0, (2.10)

' +ov =0 (2.11)

seklinde yazabiliriz. (2.10), (2.11) ve V' vektoriiniin baslangi¢ degerinin keyfiligi

sartlarindan @, = @, bulunur.

ii. M, manifoldunun U bélgesindeki u' egrisel koordinatlarin degismesi durumunda

baz vektorlerin ve kovektorlerin doniisiim kuralt

k Lk .
ai=A ar, a =4
k

L (2.12)

1

biciminde yazilabilir. Burada A,l =%;, A,-[ = ‘ZLL; seklindedir. (2.12) deki ikinci

esitligin diferansiyeli alinirsa,
di/ =dA! iz"'+ Ad i/‘ (2.13)

olur. (2.9) esitliginde, (2.12) deki esitliklerden birinci esitligi ve (2.13) esitligi

kullanilarak,
, k ‘ Lk o
w;=-a;jda =-A! a; (dA,.’, a'+A.da )
k k k
ve gerekli islemler yapildiktan sonra
o) = Al Aol - A7d4, (2.14)

elde edilir. Bu esitlik konneksiyon formlarmin yani baglanti objelerinin, tensoriin

koordinatlar1 olamadigini gosterir.
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Bir kovektoriin alinan konneksiyona gore paralel kaydirlmasi sarti asagidaki tanim ile

verilebilir.

Tanmm 2.5.1: Bir @, kovektoriiniin alman afin konneksiyonuna gore paralel

kaydirilmasi sart;;  y egrisi boyunca paralel kaydirilan herhangi bir v’ vektori

tizerindeki izinin bu egri boyunca sabit kalmasidir. Buna gore,

dVw) = dv'e+Vdo.

2.15
_ @2.15)

denklemi yazilir. Bir v' vektériiniin paralel kaydirilmasi,
' =-w)v" (2.16)

sart1 ile verilir. Bu esitlik (2.15) de yazilirsa,
(da)l. ~-olo, )vi =0

i

esitligi elde edilir. Boylece keyfi bir v' wvektorii icin, @, kovektoriin afin

konneksiyonuna gére y egrisi boyunca paralel kaydirilmasi sartinin,
dw, - oo, =0 (2.17)
seklinde oldugu bulunur.

Simdi de vektor ve kovektor alanlarimin » egrisi boyunca paralel kaydirilmasi sarti
kullanilarak, verilen egrinin ¢esitli noktalarina uygulanan (p,q) tipli tensoriin paralel

kaydirilmasi sartin1 inceleyelim.

(p,q) tipli keyfi tensoriin izi y egrisi boyunca
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i..0
Z=t""yh v"' @i, ...0;
Ji--Jg

seklinde verilsin. Bu fonksiyondaki vektor ve kovektdr degiskenlerinin verilen egri

boyunca paralel kaydirilmasi sartlar1 g6z oniinde bulundurulursa Z fonksiyonunun

diferansiyeli,
dzZ =dt"™" 1y oty + 10 AV o
i jq\lz SV O i+ 1T \1/ 34 a),1 i
P o P
SR MR A Wi, ...d ©; (2.18)
Jiedg q P
.l i..i Siy...d J J ! r
— Tefp 38 4t — ' r iy ¢St 4 ip 1 q . .
_(dtj]”_jq Wity — @) tyM taojt; t o, t q)\lz Z Wi, ...0i,
olarak yazilir. (2.18) esitliginde
fody _ giived, s e, gy, iy s
Oy, =ty — Ot~ a)]thzmS tolt +a)v L, (2.19)
olarak alinmas1 durumunda Z fonksiyonunun diferansiyeli,
hdy . P
dz = 52‘]1 vl Wi, ..M (220)
1-Jq l q P

olarak bulunur. Verilen » egrisi boyunca aliman afin konneksiyona gore vektor ve

kovektor degiskenlerinin paralel kaydirilmasi ile bulunan multilineer fonksiyonunun

diferansiyeli de vektor ve kovektor degiskenlerin multilineer fonksiyonu olur. Boylece

bulunan dZ multilineer fonksiyonuna tipi tj‘llj" tensOriiniin tipi ile ayni olan belirli bir
tensor karsilik gelir. Bu tensoriin tipi ile tj‘llj' tensOriiniin tipi ayni olur ve koordinatlari
ise  (2.19) daki gibi olur. Burada 5t;‘l’/” tensoriine tl/']']“ tensoriiniin - mutlak

diferansiyeli denir.
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Tensoriin mutlak diferansiyelinin tanimindan asagidaki sonuglar yazilabilir:

1. Vektor ve kovektor (1-form) degiskenlerinin paralel kaydirilmasi sartlari, sirasiyla,

=0, dw =0
biciminde olup (p,q) tipli tensoriin paralel kaydirilmasi kosuluda

S =0

Ji-Jg
seklinde verilir.

2. Birim tensoriin de mutlak diferansiyeli,
5( / ) =0
bigimindedir.

Tensorlerin mutlak diferansiyelleri ya da tensor diferansiyellemesi i¢in asagidaki

ozellikleri yazilabilir:

i. 8¢, F1,)=6, Ft,, t, ve t, aym tipli tensorlerdir (Lineerlik sartr),
ii. 6(At) =(oA)t+ A(St), A-skalerdir,
iii. 5(4® B)=(4)® B+ A®(dB), (Leibniz Kural) burada A ve B keyfi tipli tensorler

olup ® isareti tensor ¢carpimidir.
iv. Tensorlerin kontraksiyon, simetriklestirme ve alternelestirme islemleri mutlak

diferansiyelleme islemi ile yer degistirebilir. Mesela 6(Ct) = C(ot) olacak sekilde o

islemi kontraksiyon iglemi ile yer degistirebilir.
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2.5.1. Afin (Lineer) Konneksiyonlu Uzaylar

Tanmmm 2.5.1.1: Diferansiyellenebilir X, manifoldunun biitiin egrileri boyunca afin
konneksiyonu verilsin. X, diferansiyellenebilir manifoldu lineerlik sartin1 saglarsa X,

manifolduna n- boyutlu afin konneksiyonlu uzay denir (Bishop and Goldberg 1968).
Simdi burada gecen lineerlik sartini1 inceleyelim:

M , X, manifoldundan alinan keyfi bir nokta ve komsulugu bu noktada olan keyfi

vektor alanlart alinsin. M noktasindan gegen herhangi bir egri i¢in hesaplanmis keyfi

bir v' vektor alaninin mutlak diferansiyeli,
o' =vidu" (2.21)

olarak yazilir. (2.21) esitligi elementer yer degisme islemi bu egri boyunca du'

vektoriiniin lineer fonksiyonudur. Buradaki v} , noktaya ve v’ vektor alanina bagh bir

fonksiyondur. du’ da buradaki biitiin vektorlere teget olan vektoriin koordinatlaridir.

Ayrica dv' =0, v'du" oldugun igin
M =dv' + o' =0,v'du* + o)y (2.22)

olur. (2.21) ve (2.22) esitliklerinden
ot = (v; —6svi)du“' (2.23)

esitligi bulunur. Burada v*, 0" nin ve v! ler de u' lerin fonksiyonlaridir. o,
formlari v' vektor alanlarmin segilisinden bagimsiz oldugu i¢in @, formlar1 du"

koordinatlarinin lineer fonksiyonu olup
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o =T, du* (2.24)

seklinde yazilir. T' !, katsayilari, afin (lineer) uzayin bir noktasinin fonksiyonlart olup
afin konneksiyonun katsayilar1 olarak adlandirilir. X, manifoldunda konneksiyon

katsayilarin verilmesi afin konneksiyonunu tayin eder.

[’ afin konneksiyon katsayilarinin doniisiim kurali:

(2.24) esitliginden,

o =T du* = T0 AF du*
olur. Ayrica

Alddl, = 47 (0,4, du* (2.25)
oldugundan ve A/’ A; = 5; esitliginin her iki tarafinin 0, kismi diferansiyeli alinirsa

0, (414))=2,(5)=0
(0,47) 4, + 47 (0,4,) =0
4] (0,4,)=—(0,4)) 4,

bulunur. Son esitlik (2.25) de kullanilirsa
AldAl =40, 47 Ju* (2.26)

olur. Boylece (2.14), (2.24) ve (2.26) esitlikleri kullanilarak konneksiyon doniisiim

kurali

[=AA7 AT | +AA; (2.27)

olarak verilir. Burada 4, =0, 4} seklindedir.
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Afin konneksiyonuna sahip uzayda verilen keyfi bir vektor alaninin mutlak

diferansiyeli, (2.24)’den
v =( oV +T: v )du* (2.28)

seklinde olur. (2.28) denkleminde sol taraftaki &V bir tensér olup du’ da vektor
oldugu icin parantez i¢indeki ifade tensdriin koordinatlarini verecektir. Bu sekilde

verilen tensor igin verilen v' tensoriiniin kovaryant tiirevi,
Vv =0y +T v (2.29)
seklinde gosterilir. Kovaryant tiirev (7, 1) tipinde bir tensor belirtir.

Ayni sekilde @, kovektor alaninin kovaryant tiirevi de,
Vio,=0,0,-T o (2.30)

seklinde olup, sonug (0,2) tipli bir tensordiir.

Simdi de keyfi (p,q) tipli tensor i¢in kovaryant tiirevi inceleyelim.

Keyfi (p,q) tipli t;‘l'; tensoriiniin mutlak diferansiyeli, (2.24) esitliginden

g oo
0 =0, +Z Ly = Ty a0 ydu (2.31)

u=l1

seklinde olur. Bu denklemin sol tarafi bir tensor olup du” vektdr oldugu icin parantez

i¢indeki ifade bu tensoriin koordinatlaridir. Boylece,

A 9q A
b, 11 i s ij.dp
thjlu.;q - p +Z Fl;vtjl ]] z Fk//, tjl...s“.jq (2'32)

u=1
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denklemi elde edilir. Buna t;"j’ tensorilinlin kovaryant tlirevi denir.
vy

(p,q) tipli bir tensoriin kovaryant tiirevinin (p,q+1) tipli bir tensér oldugu kovaryant
tirev tanmimindan goriliir. Kovaryant tiirevin, tensoriin kovaryantlik derecesini bir

artirdig1 sOylenebilir.

Kovaryant tiirevin tanimindan;

. fody iy N oy iy.dy
LV (@ F ) =V O v

SJiedy 2J1-Jg

ii. V. (27) = (0 A) 57 AV, A€ F(M,)

Jidg ?

iy.d, hody N i, b, i, b,
iii. Vk(tj]”_jq g Yq)—thjl J, g, S ®V,g

S...8 .8 S8y

iv. Tensorlerin kontraksiyon, simetriklestirme ve alternelestirme gibi islemlerde mutlak
diferansiyelleme kullanilarak islem oncelik siras1 degisebilir,

seklinde 6zelikler yazilabilir (Bishop and Goldberg 1968).

Simdi de afin konneksiyonun invaryant tanimini inceleyelim:

Tamm 2.5.1.2: T; (M, ), M, manifoldunda vektor alanlarinin modiilii olmak iizere
V. Y=V(X,Y): T,(M,) x T, (M,) > T, (M,)

ile taniml1 doniigiim,

LV Z=/NZ+gV,Z,

ii. V, (X +gY)=(Z)X+ v, X +(Zg)V +gV,Y

sartlarini sagliyorsa V konneksiyonuna afin (lineer) konneksiyon denir. Burada

VT (M,)> T (M,)
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ifadesine ise X vektor alan1 yoniindeki kovaryant diferansiyelleme denir (Bishop and

Goldberg 1968).

2.5.2. Egrilik ve Burulma Tensorleri

Afin konneksiyonuna sahip 4, uzaymnda diferansiyellenebilir bir f = f (ul,...,u”)

fonksiyonu verilsin. Koordinatlarin  dontisiimii  durumunda bu  fonksiyonun

df =0, fdu' tam diferansiyeli invaryant kalir. Boylece df fonksiyonu du' vektoriiniin
lineer fonksiyonu olup bu lineer fonksiyonuna karsilik gelen kovektor; V,, f

fonksiyonunun gradienti ve bu fonksiyon da kovektoriin potansiyel fonksiyonu olmak

lizere,

V.=0.f (2.33)
olarak gosterilir.
Herhangi bir V7, kovektoriiniin keyfi bir skaler alanin gradientinin olmasi

o,Vy=0 (2.34)
gerek ve yeter sartina baglidir ( Yano 1968 ).

Gradient kovektorii olan ¥, nin kovaryant tiirevi,
VV,=0,V,-T"V, (2.35)
seklinde olup i ve j indislerine gore alternelestirme islemi yapilarak, (2.34)’den

4 =Sty

JUil TRk

(2.36)
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bulunur. Burada
S; =T [ (2.37)

olarak almmustir. (2.36) esitliginindeki kovaryant tiirev, (0,2) tipli bir tensor

belirttiginden S,f nicelikleri de alt indislere gore antisimetrik olup (1,2) tipli tensoriin
bilesenlerini verir. Sif tensorene A, afin uzaymin burulma veya torsion tensorii denir.

Keyfi X,Y € 4, vektor alanlari i¢in burulma tensdriiniin invaryant formu,
S(X,Y)=V,Y -V, X -[X,Y] (2.38)
seklindedir (Kobayashi and Nomizu 1963).

m

Keyfi v vektoriiniin kovaryant tiirevi, (1,1) tipli tensor olup Vv =0 v' +T " v

seklinde gosterilir. Bu tensoriin de kovaryant tiirevi alinirsa

VVV =0VV +T! Vy"-T"V '
=0,(0 +T  v)+T L (@ v" +T 7y —T "V V'

=0’V +0, T v+ o v+ ov"+T ! Tyt _T "V v
olur. Bu denklemde » ve s indislerine gore alternelestirme islemi yapilirsa,
2V, V' =RV =28V v (2.39)
esitligi elde edilir. Burada

R;sk :arrlsk_asrik-’-rlrml—‘:;c_l—‘;mr‘:;c (240)

= 2(a[rr ;]k+r l[r‘m‘ F Zﬁk)
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olarak alinmistir. V[ \% ]v ve SV v tensdr olup v* keyfi vektdr oldugu igin R!

rsk 2
(1,3) tipli tensor belirtir. Buna A uzaymin Riemannian- Christoffel tensorii veya

Egrilik tensorii denir.

(2.39) formiiliine benzer olarak;

2V, V 0, =R, -2S"'V o, , (2.41)

2V[rvs]§0l Rrsmq)z _Rrrgzwnl't _2Slivk§01] b (242)

2V[,,Vs]t H R;'Smt;’f’z ( +R,;mt;‘l (2.43)
—Ry " — R ;‘l »_2SkV, z’l i

formiilleri yazilabilir. (2.42) formiiliine ¢/ afinorunun Ricci 6zdesligi denir.
Egrilik tensorii invaryant formda keyfi X,Y,Z € A4, vektor alanlar i¢in
RX,Y)Z=V ,V,Z-V\,V,Z-V, 1 Z (2.44)
seklinde de yazilabilir (Kobayashi and Nomizu 1963).
2.5.3. Konneksiyonlarin Doniisiimii

Afin konneksiyonu ile verilen keyfi iki uzayin difeomorfizmine bakalim. Bu iki uzay
icin uygun egrisel koordinat sistemi verilebilmesi, karsilikli noktalarinin
koordinatlarinin ayni olmasi ile miimkiindiir. Bu sekilde karsilik getirme islemi, bir
differensiyellenebilir X, manifoldunda herhangi iki afin konneksiyonun verilmesi
halinde de olusturulabilir. Bu sekilde karsilik getirme islemi, paralel kaydirma kuralinin
dontistiiriilmesi veya konneksiyonlarin doniistiiriilmesi olarak da degerlendirilebilir.

Herhangi bir manifold tizerinde ¢esitli konneksiyonlar almabilir. Bir A, manifoldunda,
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sirasiyla, Ffj ve ff konneksiyon katsayilarina sahip V ve V konneksiyonlarini

alalim. Keyfi bir v' vektdr alaninin kovaryant tiirevleri bu konneksiyonlara gore

i i i om
Vv =o'+, v",
X7 .0 i T | ,m
Vovi=0v' +I, v

biciminde olur. Bu iki esitligi taraf tarafa ¢ikarirsak
VoV =V =T y" (2.45)
esitligi elde edilir. Burada T,
T, =T} -T} (2.46)

seklinde tanimhdir. (2.46) esitliginden 7, tensoriiniin (1,2) tipli tensér meydana

getirdigi soylenebilir. Bu tensore afin deformasyon tensorii veya gerilme tensorii denir.

Teorem 2.5.3.1: T’

km >

V afin konneksiyonunun katsayilari ve 7, , (1,2) tipli tensor

olmak iizere T, konneksiyon katsayilart da baska bir afin konneksiyonun

katsayilaridir (Kobayashi and Nomizu 1963).
Ispat: (2.46)’dan
=T -Tf
yazilabilir. T’ Uk katsayilar1 i¢in konneksiyon katsayilarinin doniistiiriilmesi durumunda
Tf—Tf = b A 47 (TF, - TF )+ 4f A" (2.47)

esitligi elde edilir. Burada Tl.;‘ tensOr olup tensor doniisiim kuralindan,
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TS = A A AT (2.48)

g
esitligi yazilabilir. Bu esitlik (2.47) de kullanilirsa

Tk _ gk 4i' 4)'TK k 4k
T) =ALA AT + AL AL

olur. Bu denklem, ff katsayilarinin, konneksiyonlarin doniistiiriilmesi kuralina gore

doniistiiglinti yani konneksiyon doniisiim kuralini sagladigini ifade eder. Dolayisiyla bir

afin konneksiyondur.

Bu teoremden yararlanarak asagidaki sonuglar yazilabilir.

1 2
Sonug¢ 2.5.3.1 Keyfi bir A skaleri i¢in, I' 5 ve Ff; afin konneksiyonunun katsayilari

olmak tizere

1 2
ré+art
b=t (2.49)
/ 1+4
ifadesinin de yine bir afin konneksiyonun katsayilar1 oldugu sdylenebilir.
Ispat: (2.49) esitligi
k _ ! k 2’ 2 k ! k 2 50
Fy'_ry'er(Fy'_ru) (2.50)

2 1
seklinde de yazilabilir. Bu esitlikteki Ff.;—l“f.; terimi tensor oldugu i¢in Teorem 2.5.1.
gozoniine almirsa ' ifadesi afin konneksiyon belirtir. Yani kullamlan iki farkl

konneksiyondan yeni bir konneksiyonun olusturuldugu sdylenebilir.

Ozel olarak A =1 alinmast durumunda,
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o I+ T
ri=———= (2.51)

1 2 °
olur. l"z. ve Ff; konneksiyonlarina gore I" l’; konneksiyonuna orta konneksiyon denir.

Sonug 2.5.3.2 T afin konneksiyonunun katsayilar1 olmak tizere 1:1.1’.‘ =T, katsayilar

da afin konneksiyon belirtir.

Ispat: Burulma tensorii

Ji

sy =Ty =5 (0 -1})

seklinde tanimli oldugundan

Tl =r)+28), Th=T" (2.52)

U' b

biciminde yazilir. Teorem 2.5.1°e gbre lN“j'j katsayilar1 bir afin konneksiyon tayin eder.

Burada kullanilan l:jkl ve Fj’.‘l. konneksiyon katsayilar1 karsilikli konneksiyon olarak

adlandirilir.
2.5.4. Burulmasi Sifir Olan Uzaylar

Burulmas: sifir olan afin konneksiyonlu uzaylarin burulma tensorii sifir olup bu

uzaylarin konneksiyon katsayilar1 asagidaki indislere gore simetriktir ve

kK _ 1k _ Tk
rji - FIJ _ri/'
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esitligi gecerlidir. Burulmasi sifir olan afin konneksiyonlu uzayin herhangi bir egrisel

koordinat sistemine gore u',..,u" koordinatlarma sahip O(u') noktasmm alalim ve

konneksiyon katsayilarinin verildigi egrisel koordinat sistemine gore bu noktadaki

degerlerinin de Fl’; konneksiyon katsayilari ile verildigini varsayalim. Bu sekilde

olusturulacak olan yeni koordinatlari,
u = 57t _Z,k)%f;q(up —u )t —u )} (2.53)

seklinde tamimlayalim. Burada &}, Kronecker semboliidiir. (2.53) ifadesi u' den u’ ye

difereniyellenebilir bir doniisiimdiir. #" koordinatlarinin u’ koordinatlarina gére kismi

tiirevleri
AT =5+ T —u”), 4 =5 T 2:54)

seklinde yazilir. Bu esitlik O noktasinda ve g¢evresinde det (Al’);t 0 sartin1 saglar. Bu

sartin saglanmasi (2.53) doniisiimiiniin diferansiyellenebilir manifoldun tanimindaki
miimkiin olan doniisiimler siifindan oldugu soylenebilir. (2.54) esitliklerindeki tiirev

fonksiyonlart O noktasinda yazilirsa,
A =68, 4, =6, T} (2.55)

esitlikleri elde edilir.

(2.27) ve (2.55) esitlikleri kullanilarak, yeni koordinat sistemine gore O noktasindaki

konneksiyon katsayilarinin degerleri,

T Y Ry i it Tl
= 5]. 0,0, ', +0.0, I8

J
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veya
i
r,=0

olur. Bdylece burulmas: sifir olan afin uzayimn biitiin noktalarinda dyle bir koordinat
sistemi vardir ki, bu sisteme gore konneksiyon katsayilarinin bu noktadaki her bir degeri
sifir olur. (2.53) esitliginde verilen koordinatlar normal koordinat sistemi olarak ifade

edilir.

Egrilik tensorli i¢in burulmasi sifir olan afin konneksiyonlu uzaylarda asagidaki

esitlikler gegerlidir.
i. R(m)kl = O,
ii. Ry, =0,

iii. V[ R, =0 (Bianchi-Padov esitligi), (2.Bianchi 6zdesligi).

t VS

Bu esitliklerin invaryant (tensor) karakter tasidigi dikkate alinirsa, ispatlarini normal

koordinat sistemini kullanarak incelemek hem daha kolay hemde yeterli olacaktir.

a,; burulmast sifir olan afin konneksiyonlu uzayda (0,2) tipli, simetrik ve regiiler bir

tensor olmak tizere a; tensdriiniin kovaryant tiirevi,
Via; =a (2.56)
biciminde olsun. (2.56) esitliginde indislerin yeri dairesel olarak degistirilirse,

aa -I'a

m _
ki~ mj Fk] mi v al}’

oa, -lja,, -Tja, =V,a

i jk o
m m _
ajaki - rjkaﬂll F akm v akt
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esitlikleri yazilir. Buradaki son iki esitlikten birinci esitlik ¢ikartilirsa,
2la,, =0,a; +0,a, —0,a, — (ay.k +ta, - ak,.j) (2.57)
esitligi bulunur. Bununda her iki tarafi @™ tensorii ile carpilirsa
r r 1 ~r
r={ }—Ea lag +ay —ay) (2.58)

olur. Burada

a"(0,a, +0,a, —0,a;) (2.59)

=
=
—_——
Il
N | —

seklinde olup buna «; tensoriniin Riemannian konneksiyon katsayilari (Levi-Civita

konneksiyonu) veya Christoffel sembolii denir. Burulmast sifir olan afin konneksiyonlu

uzaymn konneksiyon Kkatsayilar; (0,2) tipli, regiler ve simetrik ¢, tensdriiniin

Christoffel sembolii ve kovaryant tlirevleri yardimiyla ifade edilir.

Fl
Tamim 2.5.4.1: 4, burulmasiz afin konneksiyonlu uzaymda e,, , = {—; ,e=e, , n-

vektori olmak T{izere wv,v,..,v lineer bagimsiz vektorleri iizerine kurulan
1 2

n

paralelyiizliiniin hacmi

V=e, |, \lfi‘ \Z/iz R (2.60)

seklinde olsun. v,v,...,v vektorlerinin paralel tasinmasi durumunda J hacmi korunursa,
12 n

burulmasiz 4, uzayina es afin uzay veya denk afin uzay denir.

Es afin uzayin konneksiyonu, (2.60) kullanilarak



40

5ei1...in =0 yada Vkeil...in =0 (2.61)
seklinde bulunur. Bu sart,
6keil...in —FZ,»] €., _"'_Ffa'” € s~ 0 (2.62)

seklinde de yazlabilir. (2.62) sisteminin biitiin denklemleri  n-vektoriin

antisimetrikligine gore

Ocen., — e —..— e, =0 (2.63)

s2..n

esitligine denk olur. e, , =e bigiminde yazilirsa (2.63) esitligi kullanilarak
I}, =0, Ine (2.64)

ifadesi yazilabilir. Es afin uzay bu sekildeki bir kosul ile de karakterize edilebilir. Es

afin konneksiyonun katsayilari ile verilen I',, toplami gradiyenti verir. Bu gradiyentin

potansiyel fonksiyonu Ine olacaktir.
Ricci tensort,

R,=R, =0,I} -0} +T}T, -T,T; (2.65)

kij
denklemi ile verilir. Buradan es afin konneksiyonun

R. =R, (2.66)

sart1 ile de karakterize edilebilecegi sdylenebilir.
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Egrilik tensoriiniin burulmasi sifir olan afin konneksiyonlu uzaylarda R[mk]i =0 ve

R(m)ki =0 sartlarini sagladig1 hesaba katilarak

R."=R _-R (2.67)

rs sr

esitligi yazilabilir. Son iki esitlik, es afin konneksiyonunun
R."=0
sart1 ile de karakterize edilebilecegi anlamina gelir.

Tanim 2.5.4.2: Burulmasi sifir olan afin konneksiyonlu uzaymn herhangi bir

noktasindaki tanjant uzayinda alman g, (0,2) tipli simetrik tensorii, tanjant uzayin
paralel kaydirilmasi halinde korunuyorsa bu uzaya metrik uzay, (0,2) tipli simetrik g,

tensoOriine de metrik tensor ad1 verilir (Hacisalihoglu 2003).

Tamm 2.5.4.3: g metrik tensorii regiilerlik sartin1 sagliyor ise yani,

det(g,) # 0

sartt saglaniyor ise bu uzaya Weyl uzayr denir ve W, seklinde isaretlenir

(Hacisalihoglu 2003).

Tamm 2.5.4.4: Weyl uzaymin es afin uzay1 olmasi durumunda bu uzaya Riemannian

uzay1 denir ve V ile isaretlenir (Hacisalithoglu 2003).

Riemannian uzaymin burulmasi sifirdir ve bu uzayin Riemannian konneksiyonu,

Vg, =0 (2.68)
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denklemi ile verilir ve Riemannian konneksiyonunun katsayilar1 da
1
T} :{S_}:Egk (0.g,+0,8,-0,2,) (2.69)

seklinde verilir. Yani, g tensoriiniin Christoffel sembolleri ile Riemannian uzayinin

konneksiyon katsayilar1 ¢akisir ve boyle katsayilarla verilen konneksiyona Riemannian
konneksiyonu ya da Levi-Civita konneksiyonu denir. Ayrica Riemannian manifoldu

tizerinde Vg =0 sartin1 saglayan ancak burulmasi sifir olmayan konneksiyonlar da

vardir. Boyle konneksiyonlara metrik konneksiyon denir.

R, g, =Ry, esitligi géz oniine almrsa Riemannian uzaymnda asagidaki esitlikler
gecerlidir.

i Ry, =0

il Rpp =0

iii. VR, =0

iv. R, =0

Vo Ry, =Ry, -

2.5.5. Riemannian Manifoldlar:

Tanmm 2.5.5.1: Diferansiyellenebilir M manifoldundaki diferansiyellenebilir vektor

alanlarin kiimesi y (M) olmak iizere,

g x(M)x y(M)—C* (M)

seklinde tanimli g bilineer formu VX,Y € y(M) i¢in

a) g(X,Y)=g(Y,X), (Simetrik)
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b) g(X,X)>0 ve VX i¢in g(X,X)=0< X =0 (Pozitif Taniml1)

sartlar1 saglanirsa g bilineer formuna metrik tensér veya Riemann metrigi denir. Bu

durumda (M, g) ikilisine de Riemann manifoldu adi verilir.

Lokal koordinatlarda ikinci sart Det(gl.j);t 0 sartina denktir. g bilineer formunun

bilegenleri g, olmak iizere g Riemann metrigi i¢in
2 ig
ds” = g,du'du’

ifadesi de kullanilir (Kobayashi and Nomizu 1963).

Tanim 2.5.5.2: M bir manifold, g de simetrik, regiiler bilineer form olmak iizere eger

V lineer konneksiyonu, VX,Y,Z € y(M) i¢in

) [X.Y]=V,Y-V,X

2) Xg(Y,2)=g(V,Y,2)+g(Y,V,Z)
sartlarin1 saglarsa Riemann konneksiyon veya Levi-Civita konneksiyonu adini alir.

M manifoldu iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu,

2g(V,Y,2)=X(g(Y,2))+Y(g(Z,X))-Z(g(X,Y))
—g(X,[Y.Z)+g(Y,[Z, X))+ g(Z,[X.Y))

seklinde verilen Kozsul esitligi ile belirlenir (O’neill 1983)

Teorem 2.5.5.1: Bir Riemann manifoldu iizerinde bir tek Riemann konneksiyonu vardir

(Hacisalihoglu 2003).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Tanjant Demet

C" sinifindan 7 boyutlu diferansiyellenebilir bir M, manifoldunun bir P noktasindaki

tanjant uzay1 7,(M,) olmak iizere

7(M,)= U T,(M,) (3.1)

seklinde tammlanan 7'(M, ) ciimlesine tanjant demet denir.

T(M,) tanjant demetinin herhangi bir PeT, (M,) noktasi i¢in M, manifoldu

iizerindeki 7'(M,) tabii demet yapisini tamamlayan

demet izdiisiimii (P — P) karsihik getirir. 7' (P)= PeT, (M) seklinde tanimlanan

kiimeye, M, baz uzaymin P noktasindaki fibre denir.

Dogal olarak M, manifoldu iizerinde f:M, >T(M,) (zof =1 u, » M, de 6zdeslik
doniisiimii) kesiti bulunur. 7, (M, ) tanjant uzaymn sifir vektorii, M, manifoldunun
keyfi P noktasindaki f(P) degeridir. Bu f:M, —>T(M,) kesiti veya f(M,)
doniisiimiiniin goriintiisii, sifir kesit olarak adlandirilir. f(M,), M, baz uzay: ile aym

oldugu i¢in M, manifoldu, T’ (M n) tanjant demetinde diferansiyellenebilir imbedding

olmus veya i¢ine daldirilmis altmanifolddur (Yano and Ishihara 1973).
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(x"), Uc M, koordinat komsulugundaki lokal koordinatlar olsun. M, baz uzay
{U ; xh} koordinat komsuluk sistemiyle &rtiilmiis olmak iizere 7~ (U ) cT (Mn) acik

1

kiimesi i¢in 7~ :U < M, - U xR" doniisiimii diferansiyellenebilir bir homeomorfizm

olur. Burada R", R {izerinde 7 -boyutlu vektor uzayidir.

P eU noktast igin ﬁeTP (M,) noktasi (P,X ) sirali ¢ifti ile gosterilir. X e R”

vektoriiniin bilesenleri, 7, (M n) tanjant uzayinda {8 Y } (8 )= %j dogal bazina gore P
x

noktasmi " :xz’ h=n+1,...,2n Xkartezyen koordinatlar1 ile verilir. U koordinat
komsulugunda 72(?’)=P’nin koordinatlar1 x", h=1,...,n ile gosterilirse, P noktasi
uygun (xh, xz) —~Perx'(U) ile verilmis olur. 7' (U)cT(M,) agik kiimesinde
(xh,xz) lokal koordinatlar sistemi elde edilir. Burada (x",xﬁ) koordinat sistemi, (xh)

dan indirgenmis 7' (U ) da bulunan koordinatlar olarak ifade edilir (Yano and Ishihara

1973).

M, manifoldunda ﬂ(i’):P noktasini kapsayan bir diger koordinat komsulugu
{U ',x"'} olmak iizere, 7' (U ) koordinat komsuluguda P noktasmni igerir. P nin

indirgenmis koordinatlar1 7' (U ) koordinat komsuluguna gore (x", ") ile gosterilir.

Koordinatlar arasindaki dontistim kurali

(3.2)

bi¢cimindedir (Yano and Ishihara 1973).
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xh'(x”), PeM, noktasindaki x',x?,..,x" degiskenlerinin C smifindan

diferansiyellenebilir fonksiyonlaridir. x" = 3", x" = 3" olarak alinirsa (3.2) denklemi,
x? =x” (xp) (3.3)

biciminde yazilir. (3.2) doniisiimiine ait Jakobi matrisi

p' i
IR 64
0x A4,y A
. ox" w o 0x" e
olarak tanimhidir. Burada 4, =—- , 4,, =——— esitlikleri alinmustir.
ox ox" ox°®

(3.2) doniisiimiiniin tersi,

o
veya
x? =x" (x”') (3.6)

olarak yazilabilir. (3.5) doniistimiiniin Jakobi matrisi

P Ah, O
" _ g (3.7)
ox” A,y A

ile verilir. (3.4) ile (3.7) matrisleri T (M n) tanjant demetinin daima yonlendirilebilir

oldugunu ifade eder (Yano and Ishihara 1973).
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~r

M, manifoldundaki (7, s) tipli C" siifindan tiim tensor alanlarmimn kiimesi 3. (M)

0
o~r

ve M, iizerindeki tiim tensdr alanlarmin kiimesi ise (M, ) = Z 3 (M) ile gosterilir.

r,s=0

Benzer olarak T'(M,) tanjant demetindeki (7, s) tipli tim tensor alanlarinin kiimesi

30(T(M,)) ve tiim tensdr alanlarinm kiimesi ise 3(7'(M,)) ile gosterilir.

3.1.1. Tanjant Demette Fonksiyonun Dikey Lifti

f, M, manifoldunda bir fonksiyon ve f:M, 6 — R , z:T(M,)—> M, olmak iizere,

n

"f=form, ”f:T(Mn) — R seklinde tanimhi " f fonksiyonuna T(Mn) tanjant

demetinde f  fonksiyonunun dikey lifti denir. Burada Pez'(U) ve

P= (xi, y[) =(x',x") olmak iizere,
"F(P)="f(xy)=fon(P)=1(P)=f(x) (3.8)

olur. Buradan " f (13) degerinin fibre boyunca sabit ve P=7x" (IN’) € M, noktasindaki

f(P) degerine esit oldugunu sdyleyebiliriz (Yano and Ishihara 1973).

3.1.2. Tanjant Demette Vektor Alaninin Dikey Lifti
X €3,(M,), M, manifoldunda keyfi bir vektor alan1 olmak iizere,
"X (10) =" (o( X)) (3.9)

bi¢iminde tanimlanan “X vektor alani, 7 (M) tanjant demetinde X vektdr alaninin

dikey lifti olarak adlandirilir.
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X vektor alanmin dikey lifti olan "X vektor alaninin 7 (M n) tanjant demetinde

indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri

vX_ 0
=| (3.10)

ile verilir (Yano and Ishihara 1973).

3.1.3. Tanjant Demette 1-Formun Dikey Lifti

we 3 (M,), M, manifoldu iizerinde 1-form (kovektdr alani) olsun. T(M,) tanjant

demetinde indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri,

"o =(w,,0) (3.11)

seklinde olan "we 3! (T (M n)) I-formuna, @ nin dikey lifti denir (Yano and Ishihara

1973).
Ayrica her 7' (U ) acik kiimesinde (3.11) esitliginden 1-formun dikey lifti,
"(ax") = dx" (3.12)

seklindedir. Burada (dxh) I-formdur (Yano and Ishihara 1973).
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3.1.4. Tanjant Demette Tensor Alanlarinin Dikey Lifti

(3.8), (3.9) ve (3.11) esitlikleri ile tanimlanan dikey liftler; sirasiyla, sabit katsayilara
gbre 3 (M,) nin I(T(M,)) ye, Jy(M,) nin 3, (T(M,)) ve 3V(M,) nin

3, (T(M,)) ye lineer izomorfim oldugunu belirler. Béylece,

"(P®Q)=" PR Q, "(P+R)=" P+R (3.13)

sartt ile sabit katsayilara gore 3(M,) tensor cebrinin J(T(M,)) tensdr cebrine bir tek
cebirsel izomorfizm ile dikey liftlere genisletilebilir. Burada P,Q ve R, S(M n) nin
keyfi elemanlandir. (3.13) esitlikleri kullamilarak  7'(M,) deki indirgenmis

koordinatlara gore, F;" lokal bilesenlerine sahip bir F € J;(M,) afinor alanmnmn "F

dikey lifti,
, 0 0
F= J (3.14)

bi¢imindedir.

G, bilesenlerine sahip bir G 3, (M) tensor alanmmn "G dikey lifti,

VG—Gf" 0 3.15
Lo o (3.15)

bigimindedir.

H" bilesenlerine sahip bir H € 3] (M,) tensér alanmin dikey lifti,

, (0 o]
H= (3.16)
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seklindeki bilesenlere sahiptir.

Gergekten, (3.8), (3.12) ve (3.13) denklemlerinden

VF:V (Flvha_ah®dx1)

= (5 [ Jer ()

= Ahi®dx
oy

olur. Bu ifade (3.14) esitligini verir. Benzer olarak (3.15) ve (3.16) esitlikleride

gosterilebilir.

3.1.5. Tanjant Demette Fonksiyonun Tam Lifti
T(M,) tanjant demetinde f € 3y (M,) olmak iizere

Wdfy=y'o.f=0of = f

seklindedir. Burada © /' fonksiyonuna f fonksiyonunun tanjant demette tam lifti denir

(Yano and Ishihara 1973).

3.1.6. Tanjant Demette Vektor Alaminin Tam Lifti

Xe3, (M,), M, manifoldunda bir vektdr alam olmak iizere 7(M,) tanjant

demetinde indirgenmis koordinatlara gore

Xh
CX:( 5 th (3.17)
Yo,
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seklindeki bilesenlere sahip olan “X € 3 (T (M, )) vektdr alam X vektor alanmm tam

lifti olarak adlandirilir (Yano and Ishihara 1973).
Her 7 (U ) acik kiimesinde (3.17) esitliginden

“(0,)=0, (3.18)

denklemi saglanir (Yano and Ishihara 1973).

3.1.7. Tanjant Demette Tensor Alanlarimin Tam Lifti
(P®QO)="P®" 0+ PR Q, (P+R)="P+°R (3.19)

sarti ile sabit katsayilara gore 3(M,) tensor cebrinin J(7(M,)) tensdr cebrine bir tek

cebirsel izomorfizm ile tam liftlere genisletilebilir. Burada P,Q ve R, S(Mn) nin

keyfi elemanlandir.

(3.19) esitlikleri kullanilarak 7'(A/,) deki indirgenmis koordinatlara gore;

F/" lokal bilesenlerine sahip bir ' € 3, (M) afinor alaniin “F tam lifti,

F" 0
CF:[@IIV” F"J (3.20)

bi¢imindedir.

G, bilesenlerine sahip bir G € 35 (M,) tensdr alannin “G tam lifti,

oG. G,
CG:(G{’ O’j (3.21)

Jl
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bi¢imindedir.

H" bilesenlerine sahip bir H € J;(M,) tensér alaninin “ H tam lifti,

0 H”
CH=£HM 8H”’j (3.22)

seklindeki bilesenlere sahiptir.

Gergekten, (3.8), (3.9), (3.12) ve (3.18) denklemlerinden

0 ;
CF =C (Ehy(@d)(/')

= () (e () () [ Jer () () (2 Je (av)
0 1. 0 ,. 0
_c (Fi”)ﬁ@dx +(F")—= ®adx'+" (F/)W

X

Qdy"

olur. Bu ifade (3.20) esitligini verir. (3.21) ve (3.22) esitlikleri de benzer olarak

gosterilebilir.

3.1.8. y— Operatorii

M, manifoldu iizerinde F bir afinor alani olmak iizere 7(M,) tanjant demetinde

yFe3, (T (M, )) vektor alani,

F = 0 3.23
yE = JE (3.23)

ile tanimlanir.
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Te3,(T(M,)) olmak iizere T(M,) tanjant demetinde indirgenmis koordinatlara gore

yT e S}(T(Mn)) afinor alani,

0 0
y s h

ile tanimlanir (Yano and Ishihara 1973).
3.1.9. Yatay Lift

Diferansiyellenebilir M, manifoldu iizerinde V afin konneksiyon verilsin. Keyfi

X e3,(M,) i¢in
H C
X="X-(V,X) (3.25)

ile tanimlanan "X e J; (T (Mn)) vektdr alanma, X vektdr alammin 7(M,) tanjant

demete yatay lifti denir. Burada (V X)=y(VX) seklindedir (Yano and Ishihara 1973).

X vektor alanmin “X yatay liftinin, T (M n) tanjant demeti {izerindeki indirgenmis

koordinatlara gore bilesenleri,

X = X 3.26
-rxe (3.26)
seklindedir. Burada
ri=yT/ (3.27)

esitligi gecerlidir.
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F €3,(M,) afinor alaninin 7' (M) tanjant demet lizerindeki ”F yatay lifti,
"F=F—(V,F) (3.28)
ile tanimli olup V I
(V,F)=y'V F'd ®dx" (3.29)

seklinde tammlidir. F afinor alanmin “F yatay liftinin T (M n) tanjant demet

tizerindeki indirgenmis koordinatlara gore

"F= g 0 3.30
T\ -r'ETTE R (3.30)

seklindeki bilesenlere sahip oldugu sonucu c¢ikar.
Benzer olarak; G e 35(M,) tensor alammin “G yatay lifti, T (M n) tanjant demeti

tizerindeki indirgenmis koordinatlara gore

G, 0

Ji

"G = [r-thﬁ TG, Gﬂ} (3.31)

bilesenlerine sahiptir. Aym sekilde H € 3;(M,) tensor alanmin “H yatay liftinin

T(M,) tanjant demetteki indirgenmis koordinatlara gore

Y 0 H./i
H=| L (3.32)
H" -T/H'-TH’

seklindeki bilesenlere sahip oldugu sdylenebilir (Yano and Ishihara 1973).
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3.2. Tanjant Demette Afin Konneksiyonun Tam Liftleri

M

nd

V afin konneksiyonu ile verilen bir manifold olsun. 7 (M n) tanjant demetinde bir

tek “V afin konneksiyonu vardir ve her X,Y € 3, (M n) icin

V. Y="(V,Y) (3.33)

h
Ji?

seklinde tammlamir. T”, M, de (x") lokal koordinatlarina gére V min bilesenleri ve

Tos' , I (M n) de (x",y") indirgenmis koordinatlarma gére “V nin bilesenleri olsun.
X ve Y, M, deki (x") lokal koordinatlarina gére X" ve Y" bilesenlerine sahip keyfi

vektor alanlart olsun. O zaman X ve Y, T (Mn) de (x",y") indirgenmis

koordinatlarina gore;

X" X' Y '
C . _ C . _
X.(a h]— s Y.(ath_ .

X X %

bilesenlerine sahip olur. Bu bilesenler kullanilarak (3.33) esitligi, asagidaki formlarda

da yazilabilir.
~j ~h ~ h~i ~ h=~i ~ ~h o o~ hio o~ hi ; h h i
X (0,Y +1i Y +Ii Y)+X (G;Y +05 Y +15 YV )=X/(0,Y"+T",.Y")
Ve
~j o~k o~ i o~ h~i =G o~k o~ h~i o~ ki . A R
X' @Y +T,; Y +Ti Y)+X (0,7 +T5 ¥+ Y= "0, {X/(3,Y" +TY")}.

Buradan,
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~ h N ~ ~ b ~
| =Fji’ 'y =0, 'y =0, I';i =0,
; . : : (3.34)
h ~ h A ~ h I ~ h

Ui =T, I =I',, T =0,

ji? ji?

=or"

ji?

T

seklinde konneksiyon katsayilar1 elde edilir. (3.34) ile tanimlanan Tes' nin global

olarak T (Mn) de bir afin konneksiyon belirledigi (3.4) ve (3.7)’den kolaylikla
dogrulatilabilir. Bu afin konneksiyon 7T’ (M n) de V afin konneksiyonunun tam lifti

olarak adlandirilir ve “V ile gosterilir (Yano and Ishihara 1973).

Teorem 3.2.1: T ve R, sirasiyla, V konneksiyonunun burulma ve egrilik tensorleri

olmak iizere “T ve R, sirasiyla, “V nin burulma ve egrilik tensorleridir (Yano and

Kabayashi 1966).

Ispat: VX,Y € 3, (M,) i¢in
TEXSY)= (T(X,Y))
= (V, Y-V, X-[X,Y])
_c VCXCY—C VCYCX—[CX,C Y]
ve

CREX,S Y Z=(R(X,Y)Z)

= V4V, 2=V, Y, 2=V, Z)

[x.Y]

_C C C C C C Cc C
=V, V. Z2-°V. V. 7V, 7

[y

esitlikleri elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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h

Simdi T ve “R nin bilegenlerini bulahm. 7 nin 7 ve R nin R;, bilesenleri,
sirastyla,
b b h
Ty =T =1,

Ry, =0, =0 T+, I, -T" T,

Kt i
olmak tlizere T (M n) deki indirgenmis koordinatlara gére 7 nin T o bilesenleri

Ty =TTy =0T, T =T, T =T/ (3.35)

Ji2 Ji2 Ji2

olup digerleri sifir olarak bulunur. R nin Rocs” bilesenleri de

R =R, Ri,=R, (3.36)

kji >

Nz, h
Ryi=R

Kji >

Rii = OR”

kji 2

Rii = R"

ki 2
olup digerleri sifir olarak bulunur.

V?eSg(T(Mn)) ve VX €3, (T(M,)) igin CV}I’:;(]N” oldugundan Teorem 3.2.2

yazilabilir.

Teorem 3.2.2: f €3 (M,) ve X € J;(M,) olmak iizere

. C Vo

i. V,,X f=0

ii. Vv, “f="(Vyf) (3.37)

ii. V. "f="(Vf)

iv. V. f="(Vyf)

esitlikleri gegerlidir (Yano and Ishihara 1973).
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Ispat: V, f=Xf ve X"V _f=X"0, f=Xf denklemlerinden yararlanarak,

i. feSﬁ(Mn) ve X €3, (M, ) olmak iizere
CVVXVf :V XM CVMVf
=V Xm Cvme+V Xm CV;Vf
=VX"0 £+ X"o-

0

=0
elde edilir.

ii. fe3(M,) ve X eJ,(M,) olmak iizere
°y, Cf < XMy, Cf
S NS ‘v ey
=(X"5,(50.N)+" X"35(r'0,/)
=X"0_(y'0,f)
=X"5,0.f
=X'0,f
= (¥7)
=" (Vxf)

elde edilir.

ii. /e3)(M,) ve X €3,(M,) olmak iizere
Ve, =XCh)
:C XMaMVf

:C Xmame +C X; a;Vf
—_—

0
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=X"0,f
=X"0,f
=" (X)

= (Vaf)

elde edilir.

iv. fe3,(M,) ve X €3,(M,) olmak iizere
V=X, f
=€ X"0, f+° X"0-C f
=X"0,(y' 0.f)+(y' 0,X™")0,(y 0,f)
=y X"0,0,f +(y' 0.X")S.0,f
=y X"0,0,f+(y 0,X")0,f
=y 0,(X"9,.f)
=" (Xf)
= (Vyf)

elde edilir.

Teorem 3.2.3: Her X,Y € 3 (M )igin

i Vv, T=0 (3.38)

i. V. /Y="(V,Y)

esitlikleri gegerlidir (Yano and Ishihara 1973).
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Ispat: X" ve Y", sirastyla, M de verilen (x") lokal koordinatlarina gére X ve Y nin

bilesenleri olsun. X ve Y nin T(M) de (x",y") indirgenmis koordinatlarina gore

bilesenleri,

olmak iizere,

i.

‘v, XVY nin ilk » bileseni
XT3 Y) =0
ve son n bileseni (3.34) esitliklerinden
X/ @.y" LYy =0
seklinde olup “V, XVY =0 olarak bulunur.

.

CVVXCY nin ilk » bileseni
Xf(a;Y” + l:;ith + f;;”ayf) =0
ve son n bileseni (3.34) esitliklerinden

X7 (@0Y" +T5'Y 415 0Y' ) = X7(0,Y" +T ,"¥")
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seklinde olup, “V. "Y =" (V,Y) esitligi elde edilir.

3.3. Tanjant Demette Afin Konneksiyonun Lie Tiirevi ve Infinitesimal afin

Doniisiimler

M manifoldunda bir X vektor alan1 ve V afin konneksiyonu verilmis olsun. X vektor

alanima gore V konneksiyonunun Lie tiirevi L, V, VY,Z e 3, (M ) i¢in
(LV)(Y,Z)=L(VyZ2)=V (L Z) ~ViynZ (3.39)

seklinde tamimli olup T} (M) nin bir elemandur.

Teorem 3.3.1: V, M manifoldunda bir afin konneksiyon olmak iizere VX € J; (M)

i¢in

i L, V="(L,V)

ii. L. “V="(L,V)

esitlikleri gegerlidir.

Ispat:

i VX,Y,Ze3,(M)igin

C C C C C C C C C
(Lo NS D) =Ly (Ve D)=V (L D)=V 7

=L (VD)= Ve, (Ly D=V, Z

=Ly (V, D=V, (Ly D)=V, Z)

=" (L)Y, 2))
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=" (LyV)( Y., Z)
elde edilir.

ii. VX,Y,Ze3J,(M)igin

C C C _ C C C C C C
(L VY. Z)=L. (V. 2)-°V. (L “2)-V Z

[x7]
=L, (V)= Ve Ly D)= Ve Z

= (L (Vy D)=V, (L D)=V, Z)

= (L V(Y. 2))
=" (LV)(Y.C Z)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

V afin konneksiyonlu bir manifoldda eger L,V =0 ise X“ bilesenleri ile verilen X
vektdr alani infinitesimal afin doniisiim olarak adlandirihir. " ,* bilesenleri agisindan

X vektor alaniin infinitesimal afin doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter sart
a A a A a a A a A _
0,0, X" +X°0,I',," = ,°0, X"+ ;%0 X" +T" ,“0,X" =0
esitliginin saglanmasidir. Burada X“ lar X in lokal bilesenleridir.

M manifoldunda I’ ﬁ" konneksiyon katsayilarina sahip bir V konneksiyonu ve 7'(M)

~h

tanjant demetinde indirgenmis koordinatlara gore _ | bilesenlerine sahip bir X
~h

X

vektor alani verilmis olsun. (3.34)’deki konneksiyon katsayilar1 kullanilarak, X vektor
alaninmm °V ile T(M) tanjant demetinde bir infinitesimal afin doniisim oldugu

asagidaki esitliklerden kolaylikla goriiliir.
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R ~h ~k ~h ~h ~k ~k
i.00X +XxoI,"—(‘0,X +8Fﬂ."8/;X )+[,'0,X +T,"0.X =0
e ~h ~h n ~k
ii. 0,0 X —rﬁ"a;X +ij’8;X =0
iii. 0.0,X -T,'0 X' +T'0. X =0
J k J
~h
iv.00 X =0
joi
~h =k S o (o
V- 0,0, X +(X 0,00 + X 0, ;)= (L;/, X +0T ;[0 X7)
PY: ha Sk P P
+(r,"'0,X +I';'0, X )+(ol' "0, X +T ,"0,X )=0

. ~h  ~k A ok ~k ~k ~k
vi. 0,0 X +X akarﬂ.h—rﬁ’a];)( +I,'0. X +(ar].,(”a;X +T jkha;X )=0

.. ~n  ~k A P P ha ok P
vii. 0 0, X +X 6,{61—‘1,1. —Fﬁ 0 X +l—‘ik 0, X +(rI',’Jo X +I',;/0. X )=0
j k ’ J J

J

vili. 0.0 X' +T,'0. X +T,'"0. X' =0
joi Jj i

3.4. Tanjant Demette Afin Konneksiyonun Yatay Liftleri

M manifoldunda bir V afin konneksiyonu verilmis olsun. Yatay liftin (3.25) tanimi

g6z dniine alinirsa (3.38) esitliklerinden, VX,Y € T (M ) i¢in

i v, Y= (VY )+ rR(L,X)Y)
i. V. Y="(V,Y)+yR(L,X)Y)

iii. “V, Y ="(V,Y)-y((VY)(VX))

esitlikleri gecerlidir. Burada R( , X )Y , Mde (1,1) tipli bir W tensor alam1 olmak

{izere her Z € 3, (M ) icin W (Z)=R(Z,X)Y olup R,V nin egrilik tensoriidiir.
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Ayrica VX,Y € 3 (M )igin

. C Hy
i. VVX Y=0

ii. v, "Y="(V,Y)

esitlikleri de saglanir.

3.5. Yan-Tanjant Demet

M, ve B, diferansiyellenebilir manifoldlari, sirasiyla, n ve m boyutlu C~ smifindan

manifoldlar ve (M,,7,,B,).,
M, —>B,

submersionu ile tanimlanan diferansiyellenebilir bir demet olmak iizere bu demette

kullamilan indisler i, j,...=1,2,...n; a,b,...=1,...n—-m; &, f,..=n—m+1,...n olacak

sekilde (x“,x*)=(x") lokal koordinat sistemini inceleyelim. Burada x“ koordinatlari

a

B, baz manifoldunun lokal koordinatlari, x“ ise, keyfi =, : M, — B, demetinin fibre

koordinatlaridir. (x*,x*) bu demetteki bir diger lokal koordinatlar olmak tizere
(3.48)

doniisiimii yazilir. Bu doniisiime karsilik gelen jakobi matrisi,

(0)-(Z)-(% %
77 o 0 45

ile tanimlidir.
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T (B,), B, baz manifoldunun (x=7z1()~c),)~c=(x“,x”)eMn) seklinde tanimli bir x
noktasindaki tanjant uzayr olsun. X vektor alanmin bilesenleri, 7.(B,) tanjant
uzayindaki {0,} dogal ¢atisina gore, X“=dx“(X) olmak iizere, M, manifoldu
lizerinde koordinatlar1 (x')= (x”,x“,xa) olarak verilen #(B,) yari-tanjant demeti elde

edilir. Burada (xazy“, a=a+m, I=1,..,n+m) olarak alinmistir (Duc 1979;

Vishnevskii et al. 1985).

B, manifoldunda dogal demet yapisina ve ﬂ:(x”,x“,x;)%(x“) seklinde tanimli
w:t(B,)— B, izdlislimine sahip olan #(B,) yar-tanjant demetinin, eger
T, :(x“,x“,x;) — (x“,x”) koordinatlar ile z,:#(B,)— M, donisimi tanimlanacak
olursa, o zaman M k& manifoldunda da bir demet yapisina sahip oldugu soylenebilir.

Buradaki izdiisiim doniistimleri arasinda 7 =7, o7, esitligi yazilabilir (Salimov ve

Kadioglu 2000).

Ayrica (I(Bm),ﬂ'l o7r2) yari-tanjant demeti karma demet Poor (1981) ya da step-like

demeti belirtir (Ostianu 1974).

M, nin lokal koordinatlarinin (3.48) deki dontisiime gore, #(B, ) yari-tanjant demetinde

belirttigi koordinat doniisiimii,

x“':x“'(xﬂ , (3.49)
o Ox"
x* = x”,

ox”

seklinde olup bu koordinat doniisiimiine karsilik gelen jakobi matrisi,
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A AZ,' 0
A=4'= 0 4 0 (3.50)

0 A y" Ay
: a a a b g B . 0x”
ile tanimlidir. Burada [7=(x“,x“,x%),J=(x",x",x ),I,J....zl,...,2n;Aﬂg:—
ox’ ox*

seklindedir (Salimov ve Kadioglu 2000).
(3.50) de belirtilen blok matrisinin asal kdsegeni lizerinde yer alan her matris i¢in
Det(4)#0 , Det(A4;)#0

esitlikleri gecerli oldugundan Detd # 0 olur. (3.49) verilen déniisiimiiniin tersi

x'=x" (xb',xﬂ),

x“:xa(xﬂ'), (3.51)
- xY 4

x =§yﬂ,

seklinde tanimli olup (3.51) doniisiimiine karsilik gelen Jakobi matrisi

A 40

4= 0 4 0 (3.52)
0 A5,.»°" 4

seklindedir.

Yari-tanjant demette boyut dim#(B,)=n+m olarak verilir (Duc 1979; Vishnevskii et al.
1985). Ayrica o6zel olarak n=m alinirsa t#(B,) yari-tanjant demeti, 7(M ) tanjant

demetine doniisiir (Salimov ve Kadioglu 2000).
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m

F (B ), B, manifoldundaki C~ smifindan gergel degerli fonksiyonlarin modiilii

olmak iizere, B, manifoldundaki (p,q) tipli tim tensor alanlarmin F'(B,) lizerindeki

modiili 3I(B,)=>." 3I’(B,) olarak gosterilir. Benzer sekilde, F(M,), M,

p.q=0 4

manifoldundaki C~ sinifindan gergel degerli fonksiyonlarin modiilii olmak iizere, M,

manifoldundaki ( p,q) tipli tiim tensor alanlarinin F (M n) iizerindeki modiili

IM)= Z:,q:() 3 (M,) olarak gosterilir.

3.5.1. Yan-Tanjant Demette Fonksiyonun Dikey Lifti

7w:t(B,)—> B, ve " f = fox donisimleri ile tanimlanan f fonksiyonunun dikey lifti

t(B,) yari-tanjant demeti iizerinde,
Vf=form,=fomon,=forx (3.53)
seklindedir. Buradan,
") = S
elde edilir. Boylece ™ f° degeri, 7:#(B,)— B, izdiisimiindeki her bir fibre boyunca
sabit olup ™ f* ye f fonksiyonunun dikey lifti denir (Ay 2013).

3.5.2. Yari-Tanjant Demette Vektor Alanimin Dikey Lifti

Xe3y(M,), X=X"(x")0, izdisiimiyle verilen, X=X (x,x)0, + X*(x*)d,

seklindeki bir izdiisiimli vektor alant (Vishnevskii 2002) olmak {izere X izdiisimli

vektor alaninin yari-tanjant demete dikey lifti,
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ile tanimlanir. Burada (3.50) matrisi yardimiyla, (W}v( Y= A( "X ) olup elde edilen "X

vektor alanina #(B,) yari-tanjant demetinde X izdisiimlii vektor alaninin dikey lifti

denir (Vishnevskii et al. 1985).

Teorem 3.5.2.1 [ €3, (M,

n

) ve X,Y €3, (M,) olmak iizere

iLvX"f=0
ii. "(X+Y)="X+"Y

ii. "(fX)=" /"X
esitlikleri gegerlidir (Ay 2013).
Ispat:

i. feSS(Mn) ve X,Y € 3,(M,) olmak iizere
VVXVVf _w Xlajwf
— VVX(I aan_‘r_ VVXG! aav\/f +VV Xa a;v\/f

=0
elde edilir.

ii fe3)(M,) ve X,Ye3J,(M,) olmak iizere
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elde edilir.

iii. /e3)(M,) ve X,Y e 3;(M,) olmak iizere

= (X))’
=" X

elde edilir.

3.5.3. Yar1-Tanjant Demette Kovektor Alaninin Dikey Lifti

o, o, lokal bilesenlerine sahip ve koordinatlarla ifadesi @ =@, dx“ seklinde olan B,

tizerindeki 1-form olmak iizere @ 1-formunun, indirgenmis koordinatlara gore dikey

lifti,

"w=(0, ,, 0)
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ile tanimlanir. Burada (3.50) esitliginden, (") = A("®") olup elde edilen bu kovektdr
alanina #(B,) yari-tanjant demetinde @, 1-formunun dikey lifti denir ve "o ile

gosterilir (Vishnevskii et al. 1985).

Teorem 3.53.1 f€3(M,) , X €J,(M,) ve we T} (M,) olmak iizere

i "(0+0)="0+"6
i. "(fo)=" "o

iii. "o X)=0
esitlikleri gegerlidir (Ay 2013).
Ispat:

i fe3)(M,), XeJ)(M,) ve weT](M,) olmak iizere
"(w+6)=(0,0,+86,,0)
~ (0.@,.0)+(0.6,.0)

:VV a)+VV 0
elde edilir.

ii. fe3(M,), Xe3(M,)ve weT](M,) olmak iizere
(o) (fo),a

- W(fa))a dx® +" (fa))a dx® + W(fa))a dx«
0 0

=(f),
:fa)a

_w w

@
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elde edilir.

iii. fe35(M,), XeJ)(M,) ve we T (M,) olmak iizere

vva)(va) _w a)]val

elde edilir.

3.5.4. Yan-Tanjant Demette Fonksiyonun Tam Lifti

f=(x",x"), B, uzerinde bir fonksiyon olmak {izere #(B,) yari-tanjant demetinde f

fonksiyonunun tam lifti,
“f= (’(df)) = xﬁaﬂf =y"0,f
ile tanimlanir (Salimov ve Kadioglu 2000).

3.5.5. Yan-Tanjant Demette Vektor Alanimin Tam Lifti

Xe3)(M,), X=X(x")0, olmak iizere X =X (x*,x), +X*(x*)d, seklindeki
bir izdiislimlii vektor alaninin indirgenmis koordinatlara gore #(B,) yari-tanjant
demetine tam lifti (Vishnevskii 2002)

~a

X
«“¥ =(“)~(“)= xe (3.55)
ygagXa
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bilesenlerine sahiptir. Burada (3.50) esitliginden, ( X\ =A( X) elde edilir
(Vishnevskii et al. 1985).

Teorem 3.5.5.1 /€ 3)(M,) ve X,Y € 3;(M,) olmak iizere

i X f = ()
i, X" f =" (XF)
ifi. <X f =" (Xf)
iv. “(X+Y)="X+Y

V. cc(ﬂ) _cc fva +cc XVVf
esitlikleri yazilir (Ay 2013).
Ispat:

i fe3 (M,

) ve X €3,(M,) olmak iizere
2% XCCf _w Xlalccf
— VVOXa aaCCf+ va'a aaccf +VV Xaagccf

=X0,()°0,f)
——

s5°

a

= X0, f

_w (Xf)
elde edilir.

ii. fe3)(M,) ve X3, (M, ) olmak iizere

CCXVVf :L'L‘ Xlalvvf
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_ce Xa aan +cc Xaaavv]p +cc X; aawf
0 0

= X“0,f

=" (Xf)
elde edilir.

iii. /e3)(M,) ve X €3,(M,) olmak iizere
cc XCCf _cc Xlalccf

:(’C Xa aa(’cf +CC XaaaCCf +CC X;a;C(,f
—

0

=X%0,(y°0,f)+y'0,X%0-(y°0,[)
NS
5
=y°X“0,0,/)+y0,X“0,f
=y (X“0,(0,f)+(0,X")0,f)
=y70,(X“0,f)
= y70,(Xf)

— (x7)
elde edilir.

iv. fe3,(M,) ve X,Y €3, (M,) olmak iizere

X“+Y°
“(X+Y)= X +Y°
y70, (X +Y°)
X Ye
= X“ + Ye

yO'aO-Xa yO'aO-Yd

=CC X+L'C Y
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elde edilir.

v. f€3,(M,) ve X € 3)(M,) olmak iizere
()= () o,
= (XY 0, + (/X)" 0, + (fx)",
= ()"0, +(X) 0, +y°0, (fX)" 0,
= X0, + fX“0,+(y°0,f) X0, +y° f(8,X“)0,
=(y°0, /)X - + f(X“0,+X“0, +y°0,X“0-)

=CC' fVVX +C‘C XWf
elde edilir.

3.5.6. Yan-Tanjant Demette Kovektor Alaninin Tam Lifti

o, koordinatlarla ifadesi @ =@, dx® ile tammli B, iizerinde 1-form olmak ilizere o 1-

formunun tam lifti,

cca)z(O, y°0_w, a)a) (3.56)

ile tamimlanir. Burada (3.50) esitliginden, (“®)= A(“®") olup elde edilen bu kovektor

alanina #(B,)) yari-tanjant demetinde @ 1-formunun tam lifti denir ve “ ile gosterilir.

Teorem 3.5.6.1 we 3} (M, ) ve X € J(M,) olmak iizere

Lol X = (a)(X))
ii. “0"X =" (0(X))

iii. “ X = (0(X))
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esitlikleri gegerlidir (Ay 2013).

Ispat:

il

iii.

cca)va _cc a)lvaI

_ce a)a vaa _I_cc ) vaa +cc &VVXQ
— A e — a
0 0

_ o
=w,X

cc a)ch _cc a)lchI

- cc - » - » o
_cc a)a Xa +cc a)acha _I_cc @LCXQ
— @
0

=(»70,0,)X" +a,(y70,X")
=7 (0,0,)X" +y°0,(0,X")

=70 (0,X")
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_ce (Q)(X))

Teorem 3.5.6.2 0,03} (M,) ve [ e3J,(M,) olmak iizere

i “(0+0)=" 0+ 0

ii. cc(fa)) _cc fvva)+vv fcca)
esitlikleri gegerlidir (Ay 2013).
Ispat:

i. 0,0e3)(M,) olmak iizere
“(0+0)=(0,)°0,(w, +6,).0,+6,)
=(0.y°0,m,.0,)+(0.y°0,0,.6,)

o "a’ o a’

=L‘C a)+CC H
elde edilir.

ii. e 3] (M,) ve fe3;(M,) olmak iizere
cc(fa)) _cc (fa))l dx’

= “(fo), d'+“ (fo) d +*(fo). d"
0

=170, (f @), dx" +(f@), dx"
= (yaagf)a)adxa +y7f(8,@,)dx" + fa,dx”
= (170, 1) ,dx" + £ (70, 0,dx" + 0, dx"

:CC fvva)_'_vv fCCa)

elde edilir.



77

Teorem 3.5.6.3 Keyfi X,Y € J;(M,) olmak iizere

i [X Y] =0

ii. I:cc X, Y} _ I:va’cc Y] _w [X,Y]

esitlikleri gegerlidir (Ay 2013).

0 0
Ispat: "X = 0 |"Y=| 0 |ve I=(a,a,a) olmak iizere
X7 Y’

|:vv X,W Y:‘b _w X[6[ w Yb _w Y[a[ vab
0 0
=0
w w B _w 1 wy S w oyl w v/
[X,Y]-X&I YP-vylo, v X
—— ——
0 0
=0
I:WX v )/:IE _w X]a VVYE vy Y[a VVXE
s - 1 - 1

=X Y XA Y XY
— — a

VYo X -y o XP - Ye o XP
— — o
0 0 =

=0

olup buradan

0
[WX’W Y] —lo
0
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esitligi elde edilir.

ii.
[cc X,W Y:Ib _cc X16[ w Yb _w Y]a[chh
0
— _vvya aaXb _ vaa aaXb _w YE 67Xh
RN R -

—
0

=0
I:ch,vv Y:Iﬂ _cc XI@] vvyﬁ' _w Y[a]chﬂ
0
="YX =Y 0, XY o X”
e KN -

—
0

=0
[cc X,W Y:|B _cc Xla[vvyﬁ _w Y[a[chE

= X“0,Y +< X“0,Y" +* X*0_Y"
0 0

~MY0,(070,X7) = 1Y, (»70,X") =" Y o (»7 0,X7)
0 0

H_/
%
=X“0, Y/ -Y%,X"
~[x.r
esitlikleri elde edilir. Buradan
0
[xrr]= 0 =]
[x.7]

olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1. Tanjant Demetin Pull-Back Demeti

Bu boliimde yari-tanjant ve pull-back demeti tanimlanarak, yari-tanjant demetin bir
pull-back demeti oldugu belirtilmistir. Ayrica, glizel kare doniisiimiiniin tanimi
yapilarak, yari-tanjant demetin giizel kare doniisiimiine somut bir 6rnek oldugu

gosterilmektedir.

TX(Bm)(x =7, (;c),;c = (x”,x“) eM, ), x noktasindaki tanjant uzay1 ve T'(B, ) tanjant
demetinin fibre koordinatlar1 x* = y“ olmak tizere (E, ,E, =n +1,...,2n) kabul edilir.

M, manifoldunda (x’)z(x“,x“,x‘;), (xa =y, a=a+m, I[=1,.,n+m) seklinde

lokal koordinatlara sahip t(Bm) yari-tanjant demeti elde edilir.

t(B, ) yari-tanjant demeti, B, iizerinde dogal demet yapisina ve 7:(x",x”, x;) —(x*)
seklinde  tammh  7:t(B,)—> B,  izdisim doniisimine sahiptir.  Eger
A (0%, xY) > (¢, x7) e, 7, :t(B,)— M, doniisimii tanimlanacak olursa; (B, ),
M, iizerinde de bir demet yapisina sahip olur. Buradaki izdiisiim doniistimleri arasinda
7 =71, o7, esitligl yazilabilir (Salimov ve Kadioglu 2000).

Ayrica (t(Bm ) LT, © 7r2) yari-tanjant demeti karma demet (Poor 1981) ya da step-like

demeti belirtir (Ostianu 1974).

f:B'— B diferansiyellenebilir bir doniisim ve m:E— B fibre demeti olsun.

Indirgenmis demet veya Whitney ¢arpimi olarak da bilinen pull-back demeti

SE={(b,e)eBXE|f(b)=n(e)} = B'XE
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total uzayi ile verilir (Steenrod 1951; Lawson and Michelsohn 1989; Husemoller 1994).
Pull-back demetinde 7': f"E — B' izdiisiimii ilk degisken olan (b',e) ilizerine izdiisiim
seklindedir, yani ﬂ'(b',e) =b' esitligi bulunur. Pull-back demet veya Whitney
carpiminin daha yliksek mertebeden durumlara genellemeleri “Pontryagin demetleri”

olarak bilinir (Pontryagin 1962). Pull-back demetin ve (Z(Bm ) ,7z2) yari-tanjant demetin
yukarida yer alan tamimlarindan; yari-tanjant demetin, B, manifoldu {izerinde taniml
tanjant demetin 7, izdiisiim doniisiimii yardimiyla olusturulmus bir pull-back demeti

oldugu sonucuna varilir (Salimov ve Kadioglu 2000).

Eger,
Y
A —> B
“} N
cC —-> D

seklinde taniml1 bir diagram asagidaki sartlar1 sagliyor ise bu doniisiim giizel kare (good

square) belirtir:

i. @ ve p fibre demetlerdir (vektdr demetleri olmasi gerekmez),
ii. ¥ ve r vektor demetleridir,
iii. Doniisiimler arasinda 7o =/Loy esitligi gecerlidir,

iv. Lokal koordinatlarla ifadesi ise

4 i a o i
A —> B U'xR' xG'xR — U"xG’ (x',a%,g",b%) — (x,gﬁ)
«l % J d d l
¢C - D U"xR" - U (x',a") N (xf)

seklindedir. Burada G bir manifold belirtmektedir (Etayo 1991).

Yukaridaki tanimdan asagidaki sonug elde edilir:
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Sonuc 4.1.1. 7:4B,)—>B, yari-tanjant demet ve 7, : M — B, keyfi bir fibre demet

olmak tizere asagidaki diagram giizel kare belirtir:

)

Z(Bm) —2> M” Mn xTr(Bm) _2> Mn (xa’xa’xa) - (xa’xa)
id \L ‘L”l id i \Lﬂ'] id \L ¢7Z'|
8, > B, M,xT(B,) — B, (x*,x%,x%) - (x)

Yari-tanjant demetlerde lineer konneksiyonlar ve onlarin bazi 6zellikleri (Egrilik,
burulma tensorleri ile lie tiirevleri) Vishnevskii (2002) ve Vishnevskii et al. (1985) de

calisilmistir. Bu calismada ise, (Vishnevskii 2002) tarafindan daha once baslatilan B,

baz manifoldundan (t(Bm), 71'2) yari-tanjant (pull-back) demetine izdiisiimlii lineer

konneksiyonun tam liftleri arastirilacaktir.

4.2. Izdiisiimlii Lineer Konneksiyonun Tam Liftleri

Bu boliimde daha 6nce Vishnevskii tarafindan baslatilan yari-tanjant (pull-back) demete
izdiistimlii lineer konneksiyonlarin tam liftleri ile ilgili katsayilar hesaplanarak, ¢esitli

lift problemleri ele alinmaktadir.

f, B, iizerinde tanimli bir fonksiyon olsun. t(B,) yari-tanjant demeti iizerinde, f

fonksiyonunun dikey lifti, " f = fox, ve 7:¢4(B,) — B, doniisiimleri kullanilarak

"f=femy=fomon,=fon
seklinde elde edilir. Buradan
Y x",x") = f(x*) 4.1)

bulunur. Boylece " f dikey liftinin 7:#(B,) — B, izdiisiimiiniin her bir fibresi

boyunca sabit oldugu sdylenebilir (Ay 2013).
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M, manifoldunda tanimli f = f(x“,x*) fonksiyonunun #(B,) yari-tanjant demetine

“f tam lifti,

“f=udf)=x"0,f =y"0,f (4.2)
seklinde tanimlidir (Salimov and Kadioglu 2000).

X=X, bilesenleri ile verilen X eJ(B,) vektor alammn indirgenmis

koordinatlara gore #(B, ) yari-tanjant demetine dikey lifti,

WX:(WXQ): 0 4.3)
XO{

bilesenlerine sahiptir. Burada (3.50) ve (4.3) esitliklerinden "™ X'=A(" X) elde edilir
(Ay 2013).

Keyfi F e Si (B,) afinoru igin (3.50) matrisinden yF'= A(yF) esitligi saglanir. Burada
yF, indirgenmis koordinat sisteminde

yF=(yF) = 0 (4.4)

seklindeki bilesenlere sahip olup bir vektor alani belirtir.

X =X"(x,x")0, + X*(x*)d, ile tanimh bir X e 3! (M,) izdistimlii vektor alanmin

indirgenmis koordinatlara gore #(B, ) yari-tanjant demetine tam lift,
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~a

X
“X=(vX")-| xe (4.5)
ygagXa

bilesenlerine sahip vektor alani belirtir (Vishnevskii 2002). Burada X =X*(x%)0,

seklinde tanimli bir vektor alanidir. (3.50) ve (4.5) esitliklerinden (CC)N( Y= A( “X ) elde
edilir (Vishnevskii 2002; Vishnevskii et al. 1985).

Teorem 4.2.1: €3/ (B, ve YT, (B ) izdiisiimleri ile tanimli X,Y € 3 I (M)

1zdlistimlii vektor alanlar1 olsun. Lie parantezi i¢in

[CL’X’C() Y] :CC [X’ Y] , (Lca}CCY :CC (L} Y) )
esitligi gecerlidir.

[cc S(Jv’cc ?]b
Ispat: Keyfi X ,f’ € 3,(M,) izdiisiimlii vektdr alanlari igin [“X’ <Y V|, «(B,) yar-
[cc jv(bcc f/]ﬁ

tanjant demette tanimli ["")N( ¢ IN/]‘/ nin bilesenleri olmak iizere (x°,x”,x”) indirgenmis

koordinatlarina gore

[cc X,CC Y]J — (cc X)] a[ (cc n] _(cc Y)I a] (cc X)J
esitligi yazilabilir. Burada (4.5) kullanilarak, J =b i¢in

[ }V(’cc '}V,v]b =(“ )’?)la (c ?)b —( ?)18 (c )N()b
=X 0,1+ (X0, (X0, VY
(1) 0,(“X) (V) 0, (“ XY ~(“T)" a;(“)?)b
—

[N —
0 0
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— (cc X)a aa (cc Y)b _ (cc Y)a aa (cc X)b
- x8,Y -v0,X

———)

=[X.Y]
olur. J =/ i¢in, (4.5)’den

(XYY =(“X)'0,("Y) = (“Y)'0,(“ X
_ (cc’ Xv)a 6(1 (cc’ 57)/3 n (cc})a aa (cc NY)ﬂ n (cc X)& 5; (cc 57)/3
LS

0

1) 0, ("X ~ ()0, (" X) = (“¥) 0, (“ XY

0
=("X)0,(*V) ~(“Vf'0,(" XY
=X“0, Y’ Y0 X"
=[x.YY

elde edilir. Son olarak J =B i¢in, (4.5)’den

[cc :}?,cc ?]E — (cc 35)1 61 (cc ?)ﬁ _ (cc ?)I a[ (cc })ﬁ
— (CC X’)a aa (CL' ?)B + (L'C })a aa (CC ?)ﬁ + (CL' X’)a a; (Cc ?)E
0
_(cc ?)a aa (cc })ﬁ _ (cc ?)a aa (ccj(/v)ﬁ _ (cc f/)& ag (cc Xv)ﬁ
0
=X0,(y°0,Y")+y°0,X“0.y" 0,Y"
-Y“0,(y°0,X")-y°0,Y* 0_y" 0,X"
4
=y°X“0,0,Y" +y°(0,X7)(0,Y”)
-y*Y*0,0,X" - y*(0,Y7)(0,X")
=y°8,[X.Y)

elde edilir. Ccm nin #(B,) deki (x”,x” ,xﬁ) koordinatlarina gore bilesenleri
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———b

[X.Y]
XY= XYY
Vo XYY

seklinde olup [« X, ¥Y]=[X,Y] esitligi gosterilmis olur.

Teorem 4.2.2: X ¢ 3, (M ) izdiisiimlii vektor alani ve keyfi F € 3,(B,) icin
[“X,yF1=7(LF)

esitligi gecerlidir. Burada L,, X e gore Lie tlirev operatoriidiir.

Ispat: Keyfi X e 3,(M,) izdiisiimlii vektor alam ve F e J(B,) igin (x",x7 x")

B [cc :5(/', 7/ F]b
koordinatlarina gore #(B,) iizerinde tanimh [“ X,y F]" in bilesenleri X, FY olmak

[ X.7FY

uzere
[“X.yFY =(“X)'0,(/F) ~(rF) 0,(“ X’
esitligi yazilir. Burada (4.4) ve (4.5) kullanilarak, J =b igin

(X FY =(CX)0,FY ~(F) 0,6X)
=CX)0, B +(" X", (FY +(“ )"0, (FY,

0 0 0
~(7F) 0,(“X) = (yF)" 0,(“X)" = (yF)" 0_,(“X)’
0 0 0

=0

elde edilir. J = icin, (4.4) ve (4.5) kullanilarak
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X FY =X 8,0F ~GFY o, X
=(“X)0, (7F)’ +(“X)"0, (yF) +(“ X8 (yF’
—— — e

~(yF)" 0,(“X)’ —(yF)* 8,(“X)’ —(yF)* 0.(“X)’
0 0

0

=0
elde edilir. Son olarak, J =B i¢in (4.4) ve (4.5) kullanilarak

[“X,7FY =(“X)'6,(yFY —(yF)'8,(“ X

= (XY 0,(rF) +(“X) 0, (rF) +(“X)" 0.y" F!
B 5

6,

~(yF)" 0,(“X) —(yF)* 8,(“X)’ —(yF)" o~ (“X)"

0 VFS yo.x7

=X“0,y'F/ +y°0,X“F/ —y°F0_y" 0,X"
—

S5¢

a

=X“0,y°F/ +y°0,X“F/ —y*F*0, X"
=y (Xx“0,F/ -0,X"F+0,X“F/)
=y (LyF )f

bulunur. ;/(LXF ) nin #(B,) deki (x",x" ,xﬁ) koordinatlarina gore bilesenleri

seklinde olup [* X, yFl= 7(LXF ) esitligi gosterilmis olur.

p:Y—>M fibreli manifold olmak iizere eger M iizerindeki klasik lineer konneksiyon

V ye p-iliskili olan Y fizerinde tanimli V klasik konneksiyonu varsa, V

konneksiyonuna p ye gore izdiisiimlii konneksiyon denir (Wlodzimierz and Tomas
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2009; Bednarska 2013). B, baz manifoldu lizerinde tanimlhi T(B,) tanjant demetinde,

V konneksiyonu B, iizerindeki klasik lineer konneksiyonu tanimlar (Mikulski 2007).

)N(,?eﬁg(Mn) ve X,Y €3, (B,) vektor alanlari icin Tpo)~(=Xop ve Tpof/:Yop

olmak tizere
TpoV_Y=(V,Y)op
esitligi bulunmaktadir. Keyfi X,Y € 3,(B,) igin
T(X,Y)=V,Y -V, X-[X,Y]

olmaktadir. Yukaridaki tanimdan V, (p:==7,: M, — B, ) B, lizerinde izdiisiimlii lineer

konneksiyon belirtir.

t(B,) yari-tanjant demette keyfi X,Ye 3, (M) izdiisiimlii vektor alanlari igin
V.Y ="(V,Y) (4.6)

esitligini saglayan “V izdiistimlii lineer konneksiyonu bulunabilir (Vishnevskii 2002;
Vishnevskii ef al. 1985). Burada (3.50) esitligini saglayan konneksiyon katsayilar1 lokal

koordinatlar yardimiyla hesaplanabilir. Faﬁ Jlar B~ baz manifoldundaki (x“) lokal
koordinatlarina gore V konneksiyonun katsayilarini ve “T,J x larise #(B,) yari-tanjant

demetteki  (x“,x%,x”) indirgenmis koordinatlarma gére “V izdiisiimlii lineer

konneksiyonun katsayilarini belirtmektedir.
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M, tzerindeki (x“,x“) lokal koordinatlarina gore, sirasiyla, X ! ve Y g bilesenlerine
sahip X €3, (M,) ve Ye 3, (M) izdiisiimlii vektdr alanlarmin #(B,) yari-tanjant

demetine “X ve “Y tam liftleri (x*,x”,x“) indirgenmis koordinatlara gore

X Y
x| x* ey v
10X yo.x*

bilesenlerine sahiptir. #(B,) yari-tanjant demette (xb,xﬁ ,xﬁ) indirgenmis koordinatlara

o ce i e’ I J PTIoR
gore “X V,“Y =X'V,Y" esitligi

A« w~b

Xvey Xy
Xvey |« xvy
w:}v{lwv]w’i/z‘ yaaa(XaYayﬂ)

bilesenleri ile ifade edilir. Burada (3.50) esitligini saglayan konneksiyon katsayilari

ccl—wabc _ ccl—waby _ ccl—wab; _ ccrabc _ ccl—wab; _ ccl—wabc _ ccl—waby _ ccl—w&b; 0,
ccl—\ab}/ _ Fab;/’

Ccl—*aﬂc _ ccl—*aﬂy _ ccl—*aﬂ; _ ccraﬂc _ ccl—waﬂ; _ ccl—w;ﬂc _ Ccraﬂy _ Ccrgﬂ; ~0,
Ccraﬂy _ Faﬂy,

ccraﬁc _ C{Taﬁy _ ccl—‘aﬁ; _ ccraﬁc _ ceraﬁc _ ccraﬁ; -0, 4.7)

cc E _ p
r,/.=r/,

ccl—waﬁy — ya‘a 1—~ s

& a y?

cc E _ p
FE r Fa 7
seklindedir. (3.50), (3.52) ve (4.7) kullanilarak

cc J' g gl 4K ccp T J' 4J cc L
U,/ = A A AT+ 404 T,
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konneksiyon déniisiim kuralinin saglandigi goriiliir. Burada [ = (a,a,c), J = (b, 3, 8),

K =(c,7,7), L=(d,p,¢) ile tammlidir ( Vishnevskii 2002)
Ispat: (3.50) ve (3.52) esitlikleri dikkate alinarak “ra?'y, bileseni

€p B o qF g g wp B o qF gPep ¢ 4 gB gBer 0 4 gF gBap @
U/, =0 A4 T,/ + A0 AL “T 0 + ALAL“T 0+ A0 AL “T, 7,

a y B
ysagraﬁy VoL,

_ 4B 4@ & B BB ¢ B gB e '
= Aﬁ Aa,Aj,y oI, s+ Aﬁ Aw,gy Fa‘/’y + Aﬁ Aay agra.‘/’y,

¢ B @ 5" B & '
-y°8,45 45T, 7. A5 aby .7

=Al4z4 0,/ —yo,r,” +yor,”,

- s
=y'o.I,",

S . e B _ e e I .
bi¢imindedir. Buradan “I')" =y or/ , bulunur. “T" " katsayilarimn diger

bilesenleri de benzer yolla bulunabilir.

(3.50) ve (3.52) esitlikleri yardimiyla (4.7)’deki F,JK bilesenleri yari-tanjant demette
izdiislimlii lineer konneksiyonu tanimlar. Bu izdiiglimlii lineer konneksiyon, V
izdlistimlii lineer konneksiyonun #(B,) yari-tanjant demete tam lifti olup “V ile

gosterilir.

Teorem 4.2.3. Eger T' ve R, sirasiyla, V nin burulma ve egrilik tensorleri ise, “7" ve

“R de, sirasiyla, “V nin burulma ve egrilik tensorleridir.

ispat : Keyfi X,Y,Ze 3\ (M,) izdiigiimlii vektor alanlar igin, (4.6) ve Teorem 4.2.1.

kullanilarak

T()? “17) =" (r(x.7))

= (Vi 7=V, X-[X.7])



90

_ CCV“W cc?_ L’CVCC? cc’}_[w}’ cc?:|

“R("X."Y)2=" (R(%.7)2)

cec ~ cc ~ cc ~

=“V,..“V. Z-“V,“V._ Z-“V., _ .- Z
X ¥ ¥ [ X, Y}

esitlikleri elde edilir. Boylece Teorem 4.2.3 ispatlanmis olur.

T burulma tensoriiniin lokal koordinatlar Ta/] ve R egrilik tensoriiniin lokal

koordinatlart R, (pﬂ olmak tizere

B_1 # B
r,/=r,/ -rr=-,

B _ s s AT ¢ AT ¢
R, /=8r" -or/ +T /¢ ~T /T

a ¢y e vy ¢ a e

esitlikleri bulunmaktadir. Bu esitlikler yardimiyla #(B,) yari-tanjant demette

indirgenmis koordinatlara gére “V min “T burulma tensoriiniin 7, K bilesenleri,

To) =T,

T, = 1.7

T, =1/ (4.8)
JN"Q/E = yo,1,’

f;f =1/

seklinde taniml1 olup diger tiim bilesenler sifira esitttir.

Aymi sekilde “V nin “R egrilik tensoriiniin R ki bilesenleri,
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Rare R
“are T Daye

~ B

Rayy = R,
Rero), = yO.R 7
are Y o, aye
~ B

Raye - Rawﬂ

~ B

Ray(p = Ra}/(pﬂ

_ B

Ra;/(p = Ra}/(gﬁ

seklinde tamimli olup diger bilesenler sifir olur. Burada I =(a,a,a), J=(b,,5),

K =(c,7,7) ve L=(d,p,p) olarak tanimlidir.

4.3. Vektor Alanlarinin Yatay Liftleri

Bu béliimde yari-tanjant demette izdiisiimli lineer konneksiyonlar ile ilgili ¢esitli lift

problemleri ve yari-tanjant demette infinitesimal lineer doniistimler incelenmektedir.

F e 3)(B,) afinoru i¢in (3.50) kullanilarak (yF )'= A(yF) esitliginin saglandig1

gosterilebilir. (x*,x%,x*) indirgenmis koordinatlarina gore yF ,

yF=@F)=| 0 (4.9)

seklindeki bilesenlere sahiptir.

Xe 3,(M,), M, iizerindeki izdiisiimlii bir vektdr alani olsun. X izdiisiimlii vektor

alanmm X yatay lifti #(M ) tlizerinde

HH — cc ~
X="X-y(VX) (4.10)
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ile tammhidir. Burada V, B, diferansiyellenebilir manifoldunda izdiistimlii simetrik
lineer konneksiyondur. “X ve }/(V)N( ) vektor alanlarimin, #(B,) yari-tanjant demetteki

(x*,x%,x*) lokal koordinatlarma gére bilesenleri, sirasiyla,

¥ 0
XX ) x| AR =(aVEY)<| 0
VoxX” yVX

seklindedir. Burada V,_X*, X* nin kovaryant tiirevi olup

EN _ & L &
(V,X)=0,X +X'T,

seklinde tanimlidir. Boylece X izdiisiimlii vektdr alanmimn "X yatay lifti #(B,) yari-

tanjant demetteki (x*,x%,x“) lokal koordinatlarma gore

~a

X
Mx=("x")=|  x* (4.11)
-r*,x’

bilesenlerine sahiptir. Burada I'“, = y°I',“; ile tanimhdir.
Teorem 4.3.1.: X € J(B,) ve f €T (B,) igin

. cc v
i. VV‘,X =0,

i. “V. “f="(Vyf)

esitlikleri elde edilir.
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ispat: i. X € 3((B,) ve f €J.(B,) icin (4.1) ve (4.3) kullanilarak
CCVWXWf _w XI CCV[Wf
:VV Xa ccvavvj(‘ +VV Xa CCVaVVf +VV X& ccvan
="X'0, f+"X"0, f+" X O_f
0 0 —_—

0

=0
elde edilir.

ii. Xe3(B,) ve feJ(B,) icin (4.2) ve (4.3) kullanilarak
CC‘VWXCC‘f — WX( C'Cf)
_w Xlal CCf
:VV Xdaa Ccf +VV Xaaa Ccf +VV X&aa Ccf
— VVAOXQ aa CCf+ VVOX(Z 8a CCf+ VVX(Z 8; CCf
X&
:Xaéayﬂéﬁf:X“éfaﬂf:X“@af
— A% (Xf)
_ w (VXf)

elde edilir.

Teorem 4.3.2: X, M, manifoldu iizerinde izdiisimlii vektor alan1 ve f € 3)(B,)

olmak tlizere

i V.= (Vi)

i V.= (V)
esitlikleri elde edilir.

ispat: i. fe3)(B,)ve X, Xe 3,(B,) izdisimii ile tammb M, iizerindeki

izdlistimlii vektor alan1 olmak tizere (4.1) ve (4.5) kullanilarak
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cc vy 35 vy cc ~1 vy
Vo f="X(Uf)= X0, f
=L‘L‘ j)\(/aaa va +L‘C X’aaa va +L‘L‘ X’aa; V\/f
=X"0f+X°0,f+y°0, X" o_f
—— ——

0 0

= X0, f

=" (%r)

=" (Vyf)
elde edilir.

ii. fe3(B,)ve X, X € 3,(B,) izdisimii ile tanimli M, {izerindeki izdiisiimlii

vektor alani olmak tizere (4.2) ve (4.5) kullanilarak

“V, “f = ccy(wf) _c )7’61 e g
e X0, f 4 j“(aaa “ f e 3“(58; “f
=X'0,(y'0,f)+X0,(y'0,f)+y'0,X0,(y°0,f)
=X'0,y70,f +X“0,(y/0,f)+y'0,x°0_(y°0,f)
=y (X"0,+X%0,)0,f +1'9,X*570, [
=170,(X'0,+X0,)f +(y'0,X“)0,f

="0,(X"0,/)

elde edilir.
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Teorem 4.3.3: X,Y € 31) (B,) igin

“v.,"Y=0
esitligi gecerlidir.
ispat: X,Y € J,(B,) icin (4.3) ve (4.7) kullanilarak

Wchcvlvvyb
CCVWXWY: WX]ccvlvvyﬁ
WX]ccvlvvyﬁ

0
= 0

VVXH CCV VVYE + VVXQ CCV V\/’Yﬁ +VV X; CCV—VVYB
T a T a a

0
= 0
Xa (a&vaB +cc F;EKWYK)

0
- 0
X“ (6EY'B € r\;?c wye e F&E}/ wy7r 4 ccrgzﬁ w Y;)
0 0 0 . 4

seklindeki bilesenlere sahip, “V,, "Y =0 esitligi elde edilir.
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Teorem 4.3.4: X, X € 3,(B,) izdiisiimii ile tammli M, iizerindeki izdiisiimlii vektor

alam olsun. Y € 3(B,) olmak iizere
cc VM)N(WY — (ny)
esitligi gecerlidir.

Ispat: X , M uzerinde izdiisiimlii vektor alani ve Y € S}) (B,) olmak iizere (4.3), (4.5)

ve (4.7)’den
chIccvlvvyb
ccvay(va: chlccvlvaﬂ
chlccvlvaﬂ
0
= 0

cc Xll ECVaVVYE +CC Xll CCV{ZVVYE +CC X; ECV;VVYE

0

= 0

X0,V +< T Y )+ X*@3,"Y”
+ccl—*aﬁvayK) + (ysagXa ) (aavvyﬁ +cc raﬂvaYK)

0

= 0

X@Y + Ty +«r/ "y +<T " Y
— —V 4

0 0 0 0

+X“ (aaWYﬁ +T 7YY+ ( %0, X“ ) (a;Yﬁ + raﬂKWYK)
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0
= 0

X0, +“T, " v +“T/ "y +<T /."Y)
— %,_y/

0
r,”, 0

+( V0 X" ) @Y+ T2 ")

0
= 0
a v Zf’ B w & a
X“@,"Y"+T,/"Y")+(y"0,X")
@.2Y2+ T "y 4 “T. "yr 4TSy
v — 7’

—
0 0

0
~ 0

a B B
X“@, Y+, Y")

0

(V,7)

=" (VXY)

seklindeki bilesenlere sahip olan “V.. "V =W(VXY ) denklemi elde edilir. Burada

K =(cy, 7_/) ile tanimlidur.

V izdiisiimlii lineer konneksiyon olmak iizere X € J(B,) izdiisiimii ile tanimlh M,

izerinde izdlistimlii vektor alant verilmis olsun. X izdiisiimli vektor alanina gore Lie
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tiirevi tammindan L_V, 3)(B,) nin bir eleman: olup keyfi Y,Ze 3,(M) izdiisiimlii

vektor alanlari i¢in

(L.V)Y,Z)=L.(V,Z)-V (L.Z)-V,, Z (4.12)

[%7]

esitligi gecerlidir.

Eger L.V=0 ise X=X (x*,x%)0,+X“(x*)0, bilesenleri ile verilen X € 3, (M)
(Vishnevskii 2002) izdiistimlii vektor alani, V izdiisiimlii lineer konneksiyonuna sahip

m-boyutlu B, manifoldunda bir infinitesimal lineer doniisiim (affin tanimindan) Tanaka

(1969), Vishnevskii (2002) olarak adlandirilir.

Teorem 4.3.5: V, B lizerinde izdiisimlii lineer konneksiyon olmak {lizere

X.,Y,Ze 3, (M) keyfi izdiisiimlii vektor alanlari igin
L. V(T 2)=" (L;V).2))

esitligi gecerlidir.

Ispat: (4.6) ve Teorem 4.2.1, (4.12)’de yerine yazilirsa

(L;V)Y,Z2)=L . (V,2)-V (L. Z)— V[},?]Z
esitligi elde edilir. Buradan,
(LCC} (Y, Z)= La.),?( Va.? Z)- VCC?(LQ.} Z)-“V VA

[cc;yuc;{l
— Lc(}(cc(vf,é)) _ ccvmf/ ( CC(L)?Z)) _ CCVCC[)N(’?] CCZ
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(L (VD)= (Vi1 2) - (V[},?]Z)

. (L)? (V.Z)-V.(L.Z) _VW]Z)

=" (L).2))

elde edilir.

Yukaridaki teorem kullanilarak Teorem 4.3.6 elde edilir.

Teorem 4.3.6: Eger X eSé(Mn) izdiisimlii vektor alam V  izdisimli lineer

konneksiyonu ile birlikte verilen #(B,) yari-tanjant demetinin bir infinitesimal

doniisiimii ise “X vektor alan1 da “V izdiisiimlii lineer konneksiyonu ile birlikte

verilen #(B,) yari-tanjant demetinin bir infinitesimal doniistimiidiir.

Teorem 4.3.7: X ve Y sirasiyla, X € 3y(B,) ve Ye 3\ (B,) izdiisimleri ile tammli

M tizerindeki izdiistimlii vektor alanlart olmak tizere

i “v, "Y=0,
i “V,,."Y="(V,Y)

esitlikleri gegerlidir.

~R

b

cc HH
(e, )
. ~ = , ~\8 . =
Ispat: i. X,YeJ,(M,) ve (“VWXHHY) , t(B,) yari-tanjant demette (x”,x”,x")
~\B
(CCVWXHH Y)

indirgenmis koordinatlarina gore “’VWXHH Y nin bilesenleri olmak iizere
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(CCVWXHH ?)J _w Xa ccVaHH ?‘] +vv Xaf ccvaHH ?‘] +vv XE CCVEHH ?J
esitligi gecerlidir. Burada (4.3), (4.7) ve (4.11) kullanilarak, J =5 igin

(ccvW HH ’i/)b — vaa ccv HH ’i/b + vaa ccv HH f/b +vv XE CCV,HH ?b
X — a — a a

0 0
, HH 5¢ HH =V o HH =7
= XY +CT Y +“T. 7Y +“T_"7Y")
0 0 0 0 -
=0

elde edilir. (4.3), (4.7) ve (4.11) kullanilarak, J = g i¢in

~\/ =5 = a =
(CCVWXHH Y) — vaa ccvaHHY + vaa ccvaHHY +vv Xa CCVEHHY
0 0
, HH ~c¢ .. HH =57 e HH ~7
=X'OY + TS Y +°T 7Y +“T/ Y
0 0 0 0

=0
elde edilir. Son olarak (4.3), (4.7) ve (4.11) kullanilarak, J =B i¢in

(ccvw HH ?)E — WYy HH?'E L xe ey HH?E 4V X& CUV,HH ?E
X — a — a a
0 0

= - HH ~ = ~7 - HH ~y
= X@. MY yr S Y 4 MY per Y
a a a 7 T a y

0 raﬁy 0

_ a & B B
—X*| =0y T/ Y +T 0 ¥/
5

=X (-2 Y7 +T,7Y7)
=0

o . cc HHYr _ Cgeee e . .
elde edilir. Boylece “V,, ™Y =0 esitligi gosterilmis olur.
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b
(“Vini"7)
ii. )?,?ES;(MW) ve (“’VH,,}WY)ﬂ , t(B,) vyari-tanjant demette (xb,xﬁ,x'g)
(CCVHHNWY)ﬁ
X

indirgenmis koordinatlarina gore (""V ,,,,XWY ) nin bilesenleri olmak tizere
(CCVHH }WY)J =HH X“ ccvavvy./ +HH X‘Z ccvavvyj +HH Xa CCVaWYJ
esitligi gegerlidir. Burada (4.3), (4.7) ve (4.11) kullanilarak, J =5 igin

(CCVHHXWY)Z) :HH 5(-;0 ccvavah +HH Xva ccvavvyh +HH Xva ccvgvvyh

:Xa(aa vvyb +HH1—~ bvvvyc +HH1—~ b WY7/+HH1—~ b,WY}/)
—— a C e — a ) — a}/
0 0 0 — ”
0

+Xa(6a wa +HH1—~ b wye +HHF b WY;/—}—HHF b7VV Yy)
T {ZCT a’]/T a y

0

2 -
+HHX (67 w Yb +HH F,b' wye +HH F,b wY7T 4 HH F,b, w Y}/)
O N — o C e — a Y - — a y
0 0 0
0

=0

elde edilir. (4.3), (4.7) ve (4.11) kullanilarak, J = g i¢in

cc vy B HH 9 cc wy B , HH V% cc wy B | HH —a cc wy S
(“Viug"Y) =" XTev, Myl ey ry s Xt ey ty
0 0 0
=X, Y, "M oy ™M oy M ATy
[S——] a € — a Yy e — a y
0 0 0

R
0

+Xa(6a vvyﬁ +HH1—~ ﬂ,WYC +HH1—~ B va}/+HH1—~ ﬁti;/)
T a LT a }/T a y

[N
0

—a , , _
+M X @MY T YTy 4 T A Ty
Q4 —— a € a YV e—— a y
0 0 0
0

=0



102

elde edilir. Son olarak (4.3), (4.7) ve (4.11) kullanilarak, J =,§ icin

(CCVHH)?WY)ﬂ :HH j}?a ccvavvyﬁ +HH Xva ccvavvyﬁ +HH Xva ccv;vvyﬁ

S B » B o 3 v "
=X QY+ T/ "y +“T/, "y +“T /- Y")

0 0
a B, cc E wyc | cc ﬁ Wy cc E Wy
X0 AT Y AT T+ L T YY)
0 0 —— y7
r,’,
< B < ) B < 7B w "
+XO0-Y +CTS MY +“T-S Y +“T-" Y7)
a a € a ¥ e—— a y
= ; o

_y« B B
=X“(0,Y"+T,” ¥")

=(ViY )ﬂ
bulunur. (x”,x”,x”)koordinatlarina gére #(B,,) iizerinde " (V,Y) nin bilesenleri

0
T(VeY)=| 0
(Vary

seklinde olup “V ;" Y = " (V Y ) esitligi gosterilmis olur.

V, B, izerinde izdiisiimlii lineer konneksiyon olmak iizere yatay liftin (3.2) tanimindan

ve (2.8)’den keyfi X,Ye 3, (M) izdiisiimlii vektor alanlari igin

cc HH 57 HH
Vu/[)? Y = (

VXY)+7(R( ,X)Y)

esitligi elde edilir. Burada R(,X)Y, B, lizerinde (1,1) tipli bir F tensér alani olup

keyfi Z € 3,(B,,) vektor alani i¢in F(Z)=R(Z,X)Y seklinde tanimlidir.



103

HHX (aHHY +cc1—~b HHY )
ispat: X,Y 3 (M) ve e (0, Hi §F +<T,/ HHY ) |, #(B,) yari-tanjant demette

m

HHX(aHHY +ccrﬂ HHy)

(x",x”,x”) koordinatlarmna gore Vo Y nin bilesenleri olmak iizere
HH (VXY)J _ (CCVHHXHH )"})J
esitligi gecerlidir. Burada (4.7) ve (4.11) kullanilarak, J =b igin

b
cc HH
VLYY = (VMY
_HH X @, HHY +T, b HHYK)
_HH ¥ (aaHHY e FabKHH }N,K)
L )’?"‘ (6aHH }N,vb e FabKHH }N;K) L }V(“ (a&HH ?b e FabKHH ?K)
=X @Y+ T MY 4 ”"Fa”yHH Y +<r "y
0 0
+HH }ja (aa ?b + ccrabc HH f/c +cc Fab}/HH f/}/ + ccl—wab7 HH f/;/)
— Ve

——
0 0

~u ~b HH ¢ . HH =7 HH =7
X 0-Y +“T- 7Y 4T 7Y +<T- 7 Y)
a a ¢ a 'V ay

0 0 0 0
a b b
= X“(@,Y +T," ¥")
_ HH (VXY)h

elde edilir. (4.7) ve (4.11) kullanilarak, J = # i¢in

. ~\B

HH (VXY)ﬂ :(LCVHH~HHY)
HHX(aHHY _l_ccr,b’ HHY)
_HH X (aaHHY 4 raﬁKHH)N,K)

LH Y (aaHH f;ﬂ e FaﬁKHH ?K) e (aEHH ?ﬂ 4 FEﬂKHH ?K)
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~a HH =c HH =7 HH =7
=X @Y +<r/, Y +°r/, Y +°T/. 7Y
0 0 0 0“
~a . HH ~c¢ =7 e HH =~y
+Mx @Y +<r,/ Y +<T ./ My +“raﬁ; YY)
0 0

-~cC

~a HH HH =7 HH =7
+MXTO-YP 4T Y 44T Y +<T- 7))
o a ¢ a Vv a y
%,_/

— N — ——
0 0 0 0
—_ Yy« B B
— X“(@,Y"+T,” Y7
_ HH (VXY)ﬁ'

elde edilir. Son olarak (4.7) ve (4.11) kullanilarak, J =B i¢in

HH (VXY)E _ ( Y f,)ﬂ
i ' 0,1y per P g
i o,y pep By
L 77 e r 7 7 )41 7 (0. 77 e FEEKHH 7< )

~a ~p - HH ~c - HH ~y - HH ~y
=X MYy +“r/. Y +<T Y +4T/ 0 Y)
— — —
0
~a ~p s p HH ~c = ~y - HH ~y
+Mx e,y +«“r,/, Y +<r./ MY +“raﬂ; Y
0
r#A

ay

)

~a ~B . m HH ~c 7 HH~y & HH ~y
+M X @MY +<T Y +CT Y +CT T Y)
a a a 7 a y
— —
0 raﬂy 0

=X‘0,(-yT/ ¢Y"’)) +X“0,(—yT/ ¢Y¢)
+y°0,L,) Y'N+T,” (—y°T, ,¥")
+(=y°T,“ ¢Y¢)(ag (—yT/ Y )+T,/ Y%)
=X((-o,I,] 5) YY)+ X%(-o,I,/ 5) y°Y?)
-y XT,/,(0,Y")-yT/, (6,7
a g £ a B £y o
+X“0,I, )yY -XT,/ T yY°)
_ yeye.,E B B B o B o
=X"Y Yy (_aarg ¢+agra ¢_Fa o‘rg ¢+r5 O'FS ¢)

-/, I,°,XYy" Ty XY’

e o a ¢

=y RS XV (V7Y
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bulunur. (V. Y)+7(R(,X)Y) nin #(B,) yar-tanjant demetteki (x",x”,x”)

koordinatlara gore bilesenleri

HH (VXY)b 0
V)47 (RGXOY) = T(v,r) |+ 0

HH(

seklinde olup “V }HHY’ = (V WY ) +7(R(,X)Y) esitligi gosterilmis olur.
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5. SONUC

(1) Sunulan bu tezde ilk olarak yari-tanjant demetin giizel kare doniisiimiine somut bir

ornek oldugu gosterildi.

(2) Yari-tanjant (pull-back) demetlerde izdiigiimlii lineer konneksiyonlara ait dikey, tam

ve yatay lift problemleri ilk kez ele alinmistir.

(3) Yari-tanjant demette infinitesimal lineer doniisiimler ilk kez ele alinmistir.



107

KAYNAKLAR

Ay, S., 2013. Yar1 Tanjant Demet. (Y. Lisans Tezi), Fen Bilimleri Enstitiisii, Atatiirk
Universitesi.

Bednarska A., 2013. On lifts of projectable-projectable classical linear connections to
the cotangent bundle. Annales Universitatis Mariae Curie-Sktodowska, Sectio A,
Mathematica, 67 (1), 1-10.

Bishop, R. L. and Goldberg S. I., 1968. Tensor Analysis on Manifolds. The Macmillan
Company, p.19-135, New York USA.

Duc, T.V., 1979. Structure presque-transverse. J. Diff . Geom., 14 (2), 215-219.

Duggal, K. L. and Bejancu, A., 1995. Lightlike Submanifolds of semi-Riemannian
Manifolds. Acta Applicandae Mathematicae, 38 (2), 197-215.

Etayo F., 1991. The geometry of good squares of vector bundles. Riv. Mat. Univ. Parma
17 (4) 131-147.

Hacisalihoglu, H. H., 2000. Diferensiyel Geometri. Fen Fakiiltesi, Ankara Universitesi,
269, Tirkiye.

Husemoller, D., 1994. Fibre Bundles. Springer. 376, New York.

Kobayashi, S. and Nomizu K., 1963. Foundations of Differential Geometry. Vol. I,
Interscience Publishers, New York-London.

Lawson, H. B. and Michelsohn M. L., 1989. Spin Geometry. Princeton University
Press., Princeton.

Ledger, A. J. and Yano K., 1965. The tangent bundle of a locally symmetric space. Jour.
London Math. Soc., 40, 487-492.

Mikulski W. M., 2007. On the existence of prolongation of connections by bundle
functors, Extracta Math. 22 (3), 297-314.

Morimoto, A., 1970. Liftings of tensor fields and connections to tangent bundles of
higher order. Nagoya Math. Jour., 40, 99-120.

O’Neill, B., 1983. Semi-riemannian with applications to relativity. Academic Press,
New York, London.

Ostianu, N. M., 1974. Step-fibred spaces. Tr. Geom. Sem., 5, VINITI, 259-309,
Moscow.

Polat, M., 2018. Complete lifts of vector fields to the special class of semi-tensor
bundle. Konuralp Journal of Mathematics, 6 (2), 332-337.

Polat, M. and Cengiz, N., 2018. Some properties of semi-tensor bundle. New Trends In
Mathematical Science, 6 (3), 147-153.

Pontryagin, L. S., 1962. Characteristic classes of differentiable manifolds. Transl.
Amer. Math. Soc., 7, 279-331.

Poor, W. A., 1981. Differential Geometric Structures. McGraw-Hill, New York.

Salimov, A. A. and Kadioglu E., 2000. Lifts of derivations to the semitangent bundle.
Turk J. Math, 24, 259-266.

Salimov, A. A. ve Magden A., 2008. Diferensiyel Geometriye Giris. Atatiirk
Universitesi, Erzurum.

Sasaki, S., 1958. On the differential geometry of tangent bundles of Riemannian
manifolds. Tohoku Math. Jour. J., 10, 338-358.



108

Steenrod, N., 1951. The Topology of Fibre Bundles. Princeton University Press.,
Princeton.

Sahin, B., 2012. Manifoldlarin Diferensiyel Geometrisi, Ankara Nobel Yayinlari.

Tanaka N., 1969. On infinitesimal automorphisms of Siegel domains, Proc. Japan Acad.
45 (5), 335-338.

Vishnevskii, V. V., 2002. Integrable affinor structures and their plural interpretations.
Geometry, 7.J. Math. Sci., 108 (2), 151-187, New York.

Vishnevskii, V. V., Shirokov A. P. and Shurygin V. V., 1985. Spaces over Algebras.
Kazan. Kazan Gos. Univ. Russian.

Wilodzimierz M., Tomas J., 2009. Reduction for natural operators on projectable
connections, Demonstratio Mathematica, 42 (2), 435-439

Yano, K. and Ishihara S., 1967. Horizontal lifts of tensor fields and connections to
tangent bundles. Jour. Math. and Mech., 16, 1015-1030.

Yano, K. and Ishihara S., 1973. Tangent and Cotangent Bundles. Marcel Dekker, Inc.,
New York.

Yano, K. and Patterson E. M., 1967. Vertical and complete lifts from a manifold to its
cotangent bundles. Jour. of Math. Soc. Japan, 19 (1), 91-113.

Yildirim, F., 2018. Diagonal lift in the semi-tanget bundle and its applications.
Trasactions of NAS of Azerbaijan, 38 (4), 134-148.



109

OZGECMIS

Murat POLAT 1984 yilinda Siirt’te diinyaya geldi. ilk 6grenimini Siirt’te tamamlad.
Orta 6grenimini Diyarbakir Ali Emiri 1.0.0. ve Lise dgreniminide Diyarbakir Ziya
Gokalp Lisesi’nde tamamladi. 2003 yilinda girdigi Dicle Universitesi Fen Edebiyat
Fakiiltesi Matematik Boltimii’nden 2007 yilinda mezun oldu. 2007 yilinda Bozok
Universitesi Rektorliigiinde memur olarak géreve basladi ve 2009 yilinda Inénii
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Béliimii’nde yiiksek lisans 6grenimine
basladi. 2009 yilinda Dicle Universitesi Rektorliigii’ne tayin oldu. Halen burada

gorevini stirdiirmektedir.



