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ÖZET 

Doktora Tezi 

 
YARI-TANJANT DEMETTE İZDÜŞÜMLÜ LİNEER KONNEKSİYONUN 

LİFTLERİ 
 

Murat POLAT 
 

Atatürk Üniversitesi 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 
Geometri Bilim Dalı 

 
Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Furkan YILDIRIM 

Bu tezde ilk olarak, bir B manifoldu üzerindeki M fibre demeti kullanılarak, tB yarı-

tanjant (pull-back) demetin tanımı yapılmıştır. Daha sonra, tB yarı-tanjant demette 

izdüşümlü lineer konneksiyonun tam liftleri incelendi. Bu tezin amacı, izdüşümlü lineer 

konneksiyonun tam liftleri ile yarı-tanjant demette bilinmekte olan vektör alanlarının 

dikey, tam ve yatay liftleri arasında ilişki kurmaktır. Ayrıca, bu tezde güzel kare 

dönüşümü için yeni bir örnek sunulmuştur. Son olarak, izdüşümlü lineer konneksiyonlar 

ve infinitesimal lineer dönüşümler ele alınmıştır. 

2019, 108 sayfa  

Anahtar Kelimeler: Vektör alanı, tam lift, izdüşümlü lineer konneksiyon, pull-back 

demet, yarı-tanjant demet. 
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In this thesis; firstly, using the fiber bundle M over a manifold B, the definition of semi-

tangent (pull-back) bundle tB is given. Later, complete lifts of projectable linear 

connection for semi-tangent bundle tB are analyzed. The purpose of this thesis is to 

establish relations between complete lifts of projectable linear connection and other lifts 

already known. In thesis, a new example for good square is also presented. Finally, 

projectable linear connections and infinitesimal linear transformations are discussed.  
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Keywords:  Vector field, complete lift, projectable linear connection, pull-back bundle, 
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1. GİRİŞ 

Diferansiyel Geometri, Geometrinin bir bölümü olup diferansiyel ve integral hesaplama 

yöntemlerini kullanarak geometrik problemleri analiz eden matematiğin bir alt dalıdır. 

XVII. yüzyılda Descartes, Fermant ve daha sonra Leibniz tarafından keşfedilen ve halen 

güncelliğini koruyan Diferansiyel geometrinin temel konusu, Öklid uzayında yüzeylerin 

ve eğrilerin incelenmesi olmuştur. XVIII. yüzyılda da Euler, eğrilerin parametrik 

gösterimini vermiş ve yüzeylerin eğriliği ile ilgili çalışmaları geliştirmiştir. Yüzeyler ile 

ilgili ilk kitabı ise Monge 1975 yılında yazmıştır. 

Diferansiyel geometrinin gelişmesinde en önemli dönem XIX. yüzyıl olmuştur. Gauss 

1827 yılında yüzeylerin dahili geometri fikrini geliştirmiş ve bunla beraber yüzeylerin 

tam eğriliğinin dahili geometri problemi olduğunu göstermiştir. Yine aynı yüzyılda 

Lobachevskii, Euclidean geometrisinden başka geometrilerin de olduğunu ispatlamıştır. 

Riemannian Geometri adı verilen geometri 1851 yılında Riemannian tarafından 

tanımlanmıştır. XIX. yüzyılın sonlarında bu geometriler hızla geliştirilip, Mekanik ve 

Relativite teorisinde uygulama alanları bulmuştur.  

Tensör kavramı Diferansiyel Geometri’de önemli bir yere sahip olup ilk olarak 1898 

yılında fizikçi Woldemar Voigt tarafından kullanılmıştır. 1890’lı yıllarda tensör 

hesaplamaları ilk kez Ricci olarak tanınan Gregorio Ricci Curbastro tarafından, “mutlak 

diferansiyel hesaplamalar” başlığı altında kendisi tarafından sunulmuştur. Daha sonra 

1900 yılında Ricci ve Tullio Levi-Civita “mutlak diferansiyel hesaplama metodları ve 

uygulamaları” başlığı altında çalışmalarını yayımladılar.  

Tensör alanı, uzaydaki her bir noktaya bir vektör veya skaler karşılık getiren ve bunların 

genelleşmiş şekli olan manifold üzerinde tanımlı bir dönüşümdür. Kısaca manifoldun 

her bir noktasına bir tensör karşılık getiren dönüşümdür. Diferansiyel geometride tensör 

alanı yerine kısaca tensör kullanılır. 
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Riemannian manifoldunda tanjant demetlerin Diferansiyel Geometrisi ilk kez 1958’de 

Sasaki tarafından incelenmiştir. Tanjant demetteki geometrilerin gelişmesine 

Dombrowski 1962’de önemli katkıda bulunmuştur. Yano ve Ledger (1965), tanjant 

demeti simetrik uzaylarda tanımlayıp bununla ilgili çalışmalar yapmışlardır. Daha sonra 

Kandatu, 1966 yılında lineer olmayan konnesiyona sahip bir manifoldda tanjant demeti 

tanımlamıştır. 

Tanjant demette liftler ile ilgili yapılan ilk çalışma tensör alanlarının ve 

konneksiyonların dikey ve tam liftleri olup Kobayashi ve Yano (1966) tarafından 

yapılmıştır. Ama lift kavramı genişleme anlamında daha önce Sasaki’nin 1958 yılındaki 

çalışmalarında “devam” adı altında çalışılmıştır. 

1967 yılında Yano ve Ishihara “tanjant demette konneksiyonların ve tensör alanlarının 

yatay liftleri” ile ilgili çalışmalarda bulunmuşlardır. Ayrıca “Tanjant demette tensör 

alanlarının ve konneksiyonların liftleri” ile ilgili çalışmalar 1970 yılında Morimoto 

tarafından yapılmıştır. 

Yano ve Petterson, 1967 yılındaki çalışmalarında lift konusunu kotanjant demette 

incelemiştir. Yano ve Ishihara, 1973 yılındaki çalışmalarında ise hem tanjant demet 

hemde kotanjant demete dikey, tam, yatay ve diagonal liftlerle ilgili elde edilmiş önemli 

sonuçlara yer vermiştir. 

Yarı-tanjant demet ise ilk olarak Duc tarafından 1979 yılında tanımlanmış ve yarı-

tanjant demete ait bazı özellikler Vishnevskii tarafından 2002 yılında incelenmiştir. 

2000 yılında Salimov ve Kadıoğlu “yarı-tanjant demette Lie ve kovaryant türevlerinin 

tam liftleri” ile ilgili çalışmalar yapmışlardır. 

Ayrıca, 1985 yılında Vishnevskii, Shirokov ve Shurygin ve 2002 yılında Vishnevskii 

tarafından yarı-tanjant demete izdüşümlü lineer konneksiyonlar ve bunların eğrilik, 

burulma tensörleri ile lie türevleri gibi bazı özellikleri çalışılmıştır.  
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Bu tezde ise 2002 yılında Vishnevskii tarafından başlatılan yarı-tanjant (pull-back) 

demete izdüşümlü lineer konneksiyonların tam liftleri tanımlanıp, çeşitli lift problemleri 

ele alınmıştır. Ayrıca, yarı-tanjant demetin güzel kare dönüşümüne somut bir örnek 

olduğu gösterilmiş ve yarı-tanjant demette infinitesimal lineer dönüşümler ilk kez ele 

alınmıştır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Diferansiyellenebilir Manifoldlar 

Bu bölümde manifoldların tanımı verilmekte ve üzerindeki temel yapılar 

tanıtılmaktadır.  

Tanım 2.1.1: M  bir Hausdorff topolojik uzay olsun. U M  açık kümesinden nV     

bölgesine tanımlanan  homeomorfizm dönüşümüne M  uzayında n  boyutlu 

koordinat sistemi veya harita, U açık kümesine ise  haritasının koordinat bölgesi veya 

koordinat komşuluğu denir ve  şeklinde gösterilir.  için 

 

olur. Burada  gerçel sayılarına x noktasının  haritasındaki koordinatları denir 

(Salimov ve Mağden 2008) 

Tanım 2.1.2 Eğer M  Hausdorff topolojik uzayının n boyutlu  haritalarının  

bölgeleri, 

A

M U


    ( A-indisler kümesi ) 

olacak şekilde bu uzayı örterse M  uzayına n boyutlu topolojik manifold yada sadece n  

boyutlu manifold denir (Salimov ve Mağden 2008) 

Tanım 2.1.3: M   Hausdorff topolojik uzay ve k,  şartını sağlayan bir tam sayı 

olmak üzere, aşağıdaki şartları sağlayan   , : ,U A U M        lokal koordinatlar 

ailesi M  de -sınıfından n  boyutlu atlas olarak adlandırılır. 

VU :



 ,U Ux

   1 2, ,..., n nx x x x  

nxx ,...,1 

 U

0 k

kC
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i. M , n boyutlu topolojik manifold, yani lokal haritaların  bölgesi M  manifoldunu 

örter  

ii. Herhangi  için  olması durumunda  

 

dönüşümü sınıfındandır. (Bu şarta   ve   haritalarının 

uzlaşması şartı da denir.) 

Koordinat dönüşüm kuralı  şeklinde olan  

dönüşümüne koordinatların dönüşümü denir. Burada  ve , sırasıyla,  ve 

 haritalarındaki x noktasının koordinatlarıdır.  olması 

durumunda  dönüşümü tanımlanamaz. Bu durumda  dönüşümünün 

 sınıfından olduğu kabul edilecektir. Bu dönüşümlerinin  sınıfından 

diffeomorfizmler olması ile yukarıda bashedilen 2.şart denktir. Yani,   

koordinat dönüşümünün Jakobi matrisinin determinantı sıfırdan farklıdır (Salimov ve 

Mağden 2008) 

Tanım 2.1.4: ,   ,
A

U  



 atlasının ve  da   ,

A
U  




 atlasının 

keyfi haritaları olmak üzere eğer bu haritalar  uzlaşmış ise yani her iki atlasın 

birleşimi  sınıfından yine bir atlas ise bu atlaslara denk atlaslar denir (Kobayashi and 

Nomizu 1963). 

Tanım 2.1.5:  atlaslarının denklik sınıfına M  Hausdorff topolojik uzayı üzerinde 

 yapı adı verilir.  yapısının bütün  atlaslarının birleşimi olan  atlasına 

maksimal  atlas denir (Kobayashi and Nomizu 1963). 

M  Hausdorff uzayı üzerindeki  atlaslarının bütün denklik sınıfları kendisinin bir 

elemanı ile tayin edilebilir. Yani,  yapısı, onun keyfi  atlası yardımıyla 

U

A , U U   

     UUUU  :1

kC   ,U   ,U kC

  njiuuu jii ,...,1,,  
1

  

ju
iu   ,U

  ,U U U  

1
   1

  

kC kC

1
  

  ,U   ,U

kC

kC

kC

kC kC kC kC

kC

kC

kC kC
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oluşturulabilir. Böylece M   üzerindeki her bir yapısının bu yapıdan olan bir  

atlas ile verilebileceği sonucuna varılır.  

 yapıya düzgün (smooth) yapı,  yapıya ise topolojik yapı denir. 

Bundan sonra sadece  yapılara bakılacaktır. 

Tanım 2.1.6: M, sayılabilir bazı olan Hausdorff topolojik uzay olmak üzere eğer M 

üzerinde n boyutlu  atlaslarının  yapısı verilmiş ise bu uzaya sınıfından n 

boyutlu diferansiyellenebilir manifold veya düzgün (smooth) manifold denir ve  ile 

gösterilir (Salimov ve Mağden 2008) 

2.2. Tensör Alanları 

Bu bölümde öncelikle tensör tanımı yapılarak, tensör cebrinin temel kavramları, tensör 

örnekleri, vektör ve kovektör alanları ile dış form tanıtılmaktadır. 

Tanım 2.2.1: , n  boyutlu vektör uzayı ve onun dual uzayı ise   olmak üzere 

, q  tane vektör ve  , p  tane kovektör 

değişkenlerine karşılık gelen 

 

gerçel değerli fonksiyonu eğer her bir değişkene göre lineerlik şartını sağlarsa bu 

fonksiyona multilineer fonksiyon denir.  

Mesela 1x


 vektör değişkenine göre, ,     için 

 

kC kC

kC   k1 0C

C

C C C

nM

nB *
nB

, 1,...,j nx B j q 


, 1,...,
i

nB i p  

t )...,,,,,...,,(
21

21

p

qxxx 

1 2 1 2 1 2

2 2 2( , ,..., , , ,..., )  ( , ,..., , , ,..., ) ( , ,..., , , ,..., )
p p p

q q qt x y x x t x x x t y x x                
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şeklinde lineerlik şartını sağladığı gösterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karşılık 

gelen 

 

tan

tan

: ... ...

q e

n n n n n n

p e

t B B B B B B



  



      


   

 

operatörüne  uzayında q. dereceden kovaryant, p. dereceden kontravaryant tensör 

denir. Bu şekilde tanımlanan tüm tensörlerin uzayı  ile gösterilir.  

olmak üzere s = p+q sayısına tensörün valentliği,  (p,q) gösterimine ise tensörün tipi 

denir. (0,q) tipli tensörlere kovaryant tensörler, (p,0)  tipli tensörlere ise kontravaryant 

tensörler denir.   sayısına (0,0) tipli tensör olarak bakılabilir (Şahin 2012) 

Örnek 2.2.1. : nv B    dual vektörü 1. mertebeden kovaryant tensördür. 

Örnek 2.2.2. nB  bir vektör uzayı olmak üzere nB  ile  nB
  özdeş olduğundan her 

nu B  vektörü, : nu B     lineer dönüşüm olarak alınırsa, her bir vektör 1. 

mertebeden kontravaryant vektördür.  

Örnek 2.2.3. Her bir bilineer form 2. mertebeden kovaryant tensördür. 

Örnek 2.2.4. : n nB B      ile tanımlı 2-lineer dönüşümü 2. mertebeden 

kontravaryant tensördür.  

Örnek 2.2.5. n
n   deki matrislerin n tane kolon vektörü üzerinde determinant 

fonksiyonu n lineer olduğundan determinant fonksiyonu .n  mertebeden kovaryant 

tensördür. 

nB

 n
p

q BT 0,  0p q 
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Tanım 2.2.2: nB  bir vektör uzayı ve onun dual uzayıda nB   olsun. ( )p
q nT B , nB  vektör 

uzayı üzerindeki .p  mertebeden kovaryant ve .q  mertebeden kontravaryant tensörlerin 

uzayı olmak üzere  

 
 

1
1

2 1 1 1
2 1 1 1

:

( )( ,..., , ,..., ) ( ,..., , ,... )

i p p
j q q

i q q
j p p

C T T

A C A X X C A X X   




 
 



 
  

ve 

 1 1
1 1( ) ( , ,..., , , ,..., )i m q

j m p
m

C A A X X X    
   

ile tanımlanan operatöre kontraksiyon (daraltma, bükülme) operatörü denir. Burada 

1 1, ,...,m pX X X   ve 1 1, ,...,m q    , sırasıyla, nB  üzerindeki baz vektörler ve dual baz 

vektörleridir. Buradan bir kontraksiyon işleminin, ( , )p q  tipli tensörü ( 1, 1)p q   tipli 

tensöre taşıdığını yani tensörün mertebesini düşürdüğü söylenebilir (Şahin 2012)  

0
2 ( )nT B  uzayının tüm simetrik tensörlerinin alt uzayı   olsun. Keyfi bir  0, 2  

tipli  simetrik tensörü için, 

                              
                                                       (2.1) 

şartından  alınırsa g tensörüne regüler tensör adı velirilir. (2.1)’in koordinatlarla 

ifadesi, 

 

şeklindedir. j
ny B    için bu eşitlik sağlandığından  

,  

 nBS2

 nBSg 2

 , 0, ng x y y B  
  

0x


0ji
ij yxg

0i
ijg x  1,...,j n
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bulunur. Bu denklem sisteminde  olması için  

 

olmalı. Burada  ,   tensörüne karşılık gelen matristir. 

Eğer  simetrik tensörü regüler ise bu tensöre  uzayında esas tensör 

(metrik tensör) denir.  matrisi esas tensöre karşılık gelen  nin tersi olmak 

üzere 

                                                               (2.2) 

eşitliği geçerlidir.  vektör uzayı ve onun duali olan  uzayları arasındaki  

                                                     (2.3) 

dönüşümünde (2.2) eşitliği kullanılırsa, 

                                                     (2.4) 

biçiminde olur.  simetrik tensörü, 

 

invaryant bilineer form şeklinde yazılır. (2.3) ve (2.4) eşitlikleri kullanılarak,  

    

elde edilir. Buradan, (0,2) tipli  esas tensörü verildiğinde kovektör değişkenlerinin 

invaryant bilineer formu  şeklinde bulunur. Burada , (2,0) tipli tensörün 

0ix

  0ijgDet

 ijg g

 nBSg 2 nB

 ijg~  ijg

k
iji

kj gg ~

nB 
nB

, ( )k k
i ik i ikg x g y  

, ( )k ki k ki
i ix g y g   

 nBSg 2

  ji
ij yxgyxg 


,

  ji
ij yxgyxg 


, ji

ij
i

i gx  ~

g

ji
ijg  ~ ijg~
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koordinatları olup bu tensöre   tensörünün invers tensörü denir. Ayrıca  

tensörünün de simetrik olduğu 

 

                

eşitliklerinden görülür. Buradan,   uzayında   simetrik tensörü verildiğinde   

uzayından  dual uzayına bir izomorfizm bulunur. Böylece vektör ve kovektörler 

aynılaştırılır. Hem vektör hemde kovektör  sembolü ile gösterilir. Yani, 

 

şeklinde yazılır.  işlemine indisin indirilmesi,  işlemine ise indisin 

yükseltilmesi denir.  tensörü incelenecek olursa; indislerin yükseltilmesi işlemi, 

 

ve indislerin indirilmesi işlemi, 

 

şeklindedir. 

 uzayında ,  (0,2) tipli tensör olmak üzere  vektörlerinin skaler 

çarpımına, bu tensörün   ve  vektörleri üzerindeki izi (trace) denir.  veya  

şeklinde gösterilir ve 

                                                                                       (2.5) 

g ijg~

 
  jk

jk
j

jij
ji

ik
ik

i
iji

ij

yxgygg

xygxgg
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nB  yxg
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y
  yx


, yx



 , i j j
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olarak tanımlanır. 

 (regülerlik şartı) olması durumunda skaler çarpıma, regüler çarpım denir. 

Tanım 2.2.3: C  sınıfından bir nM  manifoldunun her p  noktasındaki tanjant uzayı pT  

olmak üzere her  noktasına karşılık gelen tanjant uzayının bir elemanı olan  

vektörü karşılık getiren vektör değerli X  fonksiyonuna vektör alanı denir (Salimov ve 

Mağden 2008). 

f  fonksiyonu nM   manifoldunda bir dönüşüm olmak üzere   

 

şeklinde tanımlanan Xf  de  manifoldunda  bir dönüşümdür. 

 koordinat komşuluğu olmak üzere bu komşuluktaki bir vektör alanı  

 

biçimindedir. Burada  bileşenleri U  komşuluğundaki lokal koordinatlara bağlıdır ve 

,   

şeklinde yazılır. 

C  sınıfından bir nM  manifoldunun her  noktasındaki bütün (p,q) tipli tensörler 

için uygun bir  tensör uzayı vardır. 

  0ijgDet

np M pX

   fXpXf p

nM

nMU 

i
iX  

i

 niii xx ,...,  ni ,...,1

nm M

 mT p
q
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Tanım 2.2.4: C  sınıfından bir nM  manifoldunun her  noktasındaki ( , )p q  

tipli tensör uzayı  olmak üzere her m  noktasına  tensör uzayından bir  

 tensörü karşılık getiren (p,q) tipli T  fonksiyonuna tensör alanı denir (Bishop and 

Goldberg 1968). 

Özel olarak;  alınırsa  tipli bir vektör alanı, 0,p   1q   alınırsa (0,1)  

tipli kovektör alanı ve  alınırsa nM  manifoldundaki her m  noktasına bir 

skaler değer karşılık gelir. Dolayısıyla  tipli tensör alanı gerçel değerli bir 

fonksiyon belirtir. 

f ,  bölgesinden alınan  sınıfından bir fonksiyon olmak üzere her x U  

için  olur. Buda f  fonksiyonunun diferansiyelini gösteren  

operatörünün (0,1)  tipli bir tensör alanı olduğunu gösterir. 

, nM  manifoldunun keyfi bir m  noktasındaki tensörü olmak üzere eğer  tensörü 

antisimetrik tensör ise T tensör alanına antisimetrik tensör alanı,  tensörü simetrik 

tensör ise T tensör alanına simetrik tensör alanı denir.  

(p,q) tipli bir T  tensör alanı için (0,1) tipli vektör alanları  ve  tipli tensör 

alanları da  olmak üzere  

 

eşitliği gerçel değerli fonksiyon belirtir. 

 T tensör alanının bileşenleri  koordinatlarına göre, 

 1 1

1 1

...

... ( ,..., , ,..., )p p

q q

i i ii
j j j jT T dx dx     

nm M

 mT p
q  mT p

q

 mt p
q

1,  0p q  (1,0)

0 qp

(0,0)

nMU  C

 xTdf x
0

1 df

mT mT

mT

qXX ,...,1 (0,1)

p ,...,1

           mXmXmmTmXXT qpmqp ,...,,,...,,...,,,..., 1111  

ix
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biçiminde olup gerçel değerli fonksiyonlardır (Bishop and Goldberg 1968). 

T  tensör alanının C  sınıfından olması için bileşenlerinin  sınıfından fonksiyonlar 

olması gerekir.  sınıfından (0,1)  tipli tensör alanlarına 1-form (kovektör alanı) veya 

Pfaffian form denir. 

Her bir  1-formları ve her bir ,  sınıfından vektör alanları için T 

tensör alanının  sınıfından olması için gerek ve yeter şart   

fonksiyonunun  sınıfından olmasıdır. 

Tanım 2.2.5: (0, 2)  tipli bir  tensörü için verilen indislere göre antisimetriklik 

şartı varsa  tensörüne 2-form veya dış form denir. 

Herhangi bir k-forma dış diferansiyel uygulanırsa (k+1)-form elde edilir. Yani , k-

form ise  olup (k+1)-form oluşur. Bu şekildeki (k+1) formlara tam form 

denir.  

 

eşitliğinin sağlanması durumu tam formların önemli bir özelliğidir. Yani tam formlara 

dış diferansiyel uygulanırsa sonuç sıfır olur (Şahin 2012). 

Örnek 2.2.6: xdy dz ydx dy      formunun tam form olmadığını ya da kapalı form 

olmadığını gösterelim. Dış diferansiyel için  

 ( ) ( )d dx dy dz xd dy dz dy dx dy yd dx dy             

olup 2 0d   olduğundan 

 d dx dy dz dy dx dy         

C

C

p ,...,1 qXX ,...,1
C

C  qp XXT ,...,,,..., 11 

C

( )ij 

( )ij 



1( )k nd T M 

2 ( ) 0d d d  
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elde edilir. Ayrıca dx dy dy dx     olduğu kullanılırsa 

 d dx dy dz dy dy dz         

olur. Diğer taraftan 0dy dy   olup 

 d dx dy dz      

elde edilir. Burada 0dx dy dz    olduğundan   bir kapalı form değildir. Dolayısıyla 

tam form da değildir. 

2.3. Vektör Demetleri 

Bu alt bölümde fibre demetleri, vektör demetleri ve üzerindeki diferansiyellenebilir 

yapılar tanıtılarak vektör demeti örnekleri verilmiştir. 

Tanım 2.3.1. , ,B E F , C  sınıfından birer manifold ve : E B   de C  sınıfından bir 

dönüşüm olsun. Eğer 

   , ,x y x     ,x U y F   

olacak şekilde 

  1:U B F U E B
           

                                    , ,x y x y x x        

diffeomorfizmlerinin   ,
I

U  



 ailesi varsa    dönüşümüne F  manifolduna göre 

lokal çarpım özelliğine sahip dönüşüm denir.   ,
I

D U  



   sistemine de   

dönüşümünün lokal ayrışması denir. Burada   ,
I

U 
 B  manifoldunun bir açık 
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örtüsüdür.    , :C E B E B     cümlesinin herhangi bir elemanı lokal çarpım 

özelliğini sağlaması halinde bu dönüşüme açık ve örten bir dönüşüm denir (Husemoller 

1994). 

Tanım 2.3.2. Eğer lokal çarpım özelliği olan bir : E B   dönüşümü varsa 

 , , ,E B F   dörtlüsüne diferansiyellenebilir fibre demeti denir. 

Bir fibre demetinde, E  manifolduna baz manifoldu veya total uzay, F  manifolduna 

fibre modeli, B  manifolduna baz uzay ve   dönüşümüne de izdüşüm veya fibrasyon 

denir. Fibre demeti E  veya  : E B   şeklinde gösterilir (Husemoller 1994). 

Tanım 2.3.3. x B   için 

  1( ) ( )xx F u E u x        

 kümesine x  üzerinde fibre denir. Burada : E B   bir fibre demetidir. Tüm xF  

fibrelerinin ayrık birleşimi 

 x
x B

E F


   

total uzayını verir (Duggal and Bejancu 1996). 

Not 2.3.1. Fibre demeti için verilen tanım gözönüne alınarak, bir manifold ve onun 

bütün tanjant uzayları ile birlikte bir fibre demeti olduğu söylenebilir. Bu durumu daha 

iyi görebilmek için M  1-boyutlu manifold (eğri) olmak üzere eğrinin her noktadaki 

teğet vektörleri (tanjant uzayları) ele alalım. p M  noktasındaki teğet vektörü olan pT  

üzerindeki her nokta, uzunluğu olan ve p  noktasında M  manifolduna teğet olan bir 

vektör gösterir. Böylece her nokta için sadece bir vektör ve bir nokta karşılıklı olarak 

vardır. Buradan, bütün noktalardaki bütün vektörler topluluğu aynı anda gözönüne 

alınırsa yeni bir manifold tanımlanabilir. Her nokta ve bu noktadaki vektör elde edilen 

yeni manifoldun noktalarını oluşturacağı için manifold 2-boyutlu olur. Böylece 2-
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boyutlu fibre demeti elde edilir. Bu fibre demetinde her p  noktasındaki pT  tanjant 

uzayları demetin fibreleri olur. Burada alınan 1-boyutlu manifold (eğri) fibre demetinin 

baz manifoldudur (Şahin 2012) 

Tanım 2.3.4. M  ve B  diferansiyellenebilir manifoldlar olmak üzere : M B   

diferansiyellenebilir dönüşüm olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa ( , , )E M B   ye 

B  manifoldu üzerinde vektör demeti denir.   

1. Her 1, ( )p B p   vektör uzayı yapısına sahip olup bu uzayın boyutu her zaman sabit 

kabul edilir. 1( )p   vektör uzayına vektör demetinin fibresi denir. 

2. Herhangi p B noktasının bir komşuluğu U  , 0n    sayısı ve  

 1: ( )nh U U     

diffeomorfizm dönüşümü var öyle ki keyfi q U  için 

 1: ( )n
qh U    

         ( , )y h q y   

dönüşümü n  ile 1( )q   arasında bir lineer izomorfizmadır. 

Burada M manifolduna baz manifoldu, B  manifolduna üs manifoldu,   dönüşümüne 

izdüşüm dönüşümü,  1( )p   uzayına p  noktasındaki fibre ve ( , )U h  ikilisine de M  

manifoldunun koordinat haritası denir. Bir fibre demeti ile vektör demetinin 

karşılaştırılmasından nF    ve xF ’in vektör uzayı olduğu kolayca görülür (Şahin 

2012). 

Vektör demetine aşağıdaki gibi örnekler verilebilir. 
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Örnek 2.3.1. M  diferansiyellenebilir bir manifold olmak üzere nM   bir vektör 

demetidir. Bu vektör demeti aşikar vektör demeti olarak adlandırılır. Bu vektör 

demetinin izdüşümü, ( , ) np x M   noktası için ( , )p x p   ile tanımlıdır. Diğer 

taraftan 1 2,    için 

 1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )p x p x p x x        

olarak tanımlanırsa fibreler vektör uzayı yapısına sahip olur. 

Örnek 2.3.2. pT M , p M  noktasındaki tanjant uzayı olmak üzere diferansiyellenebilir 

M  manifoldunun tüm p  noktalarındaki pT M  tanjant uzaylarının birleşimi 

 p
p M

TM T M


    

şeklindedir. ( , )p V TM  ikilisi için :TM M   izdüşümünü ( , )p V p   ile 

tanımlayalım. Bu durumda 1 2, ,    1 2, pV V T M  ve p M  için  

 1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )p V p V p V V        

işlemi ile birlikte 1( )p   fibresi vektör uzayı yapısına sahip olmaktadır. Diğer taraftan 

p M  için M  manifoldunda   1( ) ,..., n
nU x x     olacak şekilde p  noktasının 

bir U  komşuluğu ve   koordinat dönüşümü vardır. p  noktasındaki 
i p

x




 tanjant 

vektörü ve  

 1: ( )nh U U     

                           
1

( , ) ( , )
n

i
i i p

p V h p V V
x
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dönüşümü tanımlansın. 
1

n

i
i i p

e e
x




  için  

 1
1( ) ( ( ), ( , ... ))nh e e e e    

olur. Böylece h  dönüşümü bir diffeomorfizma belirtir. Sonuç olarak TM , M

manifoldu üzerinde bir vektör demetidir ve bu vektör demetine tanjant demet denir 

(Şahin 2012). 

Tanım 2.3.5. ( , , , )E B F   ve ' ' ' ' '( , , , )E B F   iki vektör demeti olmak üzere eğer 

aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa '  vektör demetine,   vektör demetinin altvektör demeti 

denir. 

1. 'B B ,  

2. 'x B   için '
xF  fibresi xF  fibresinin bir altvektör uzayıdır, 

3. ': E E   inclusion dönüşümü diferansiyellenebilirdir (Steenrod 1951). 

2.4. Lie Operatörü ve Lie Türevi 

Tanım 2.4.1. X  ve Y , bir nU M  açık kümesinde tanımlı olan vektör alanları ve f  

fonksiyonu ( , )nC M   cümlesinin bir elemanı olmak üzere X  ve Y  vektör alanlarının 

Lie operatörü, 

  , ( ) ( ) ( )X Y f XY f YX f    

eşitliği ile verilir ve  ,X Y  şeklinde gösterilir (Hacısalihoğlu 2003). i  doğal çatısına 

göre  ,X Y  vektör alanının ifadesi 

    , i j i j
i i jX Y XY YX X Y Y X         
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şeklindedir. Özel olarak iX    ve jY    alınırsa, 

 , 0i j       

olduğu görülür. 

Örnek 2.4.1: ,x y  ve z , 3R  Öklidyen uzayının koordinatları olmak üzere ,U z
z





 

V x
z





 alalım. 

 , , ( ( )) ( ( ))U V f z x f z x f x z f
z z z z z z

               
              

              
2 2

2 2

f f f f
zx x xz x

z z z z

   
    

   
             

eşitliği elde edilir. Böylece  ,U V V   olur. 

Lie operatörü aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

i.      , , ,X Y Z X Y X Z     (Lineerlik) 

ii.    , ,X Y Y X    (Anti-simetriklik) 

iii.      , ,X fY Xf Y f X Y    (Leibniz Şartı) 

iv.      , , , , , , 0X Y Z Y Z X Z X Y               (Jacobi Özdeşliği) 

v.    , ( ) ,fX Y Yf X f X Y    

vi.    , ( ) ( ) ,fX gY f Xg Y g Yf X fg X Y    

Tanım 2.4.2. Aşağıdaki şartları sağlayan X  vektör alanı yönündeki XL  , 1
0 ( )nX M  

tensör diferansiyelleme işlemine Lie diferansiyellemesi denir. 
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1. 0
0, ( ),X nL f Xf f M     

2.   1
0, , , ( ).X nL Y X Y X Y M    

XL Y  nin lokal koordinatlarla ifadesi 

 i k i k i
X k kL Y X Y Y X      

şeklindedir. Lie diferansiyellemesi kullanılarak elde edilen değere Lie türevi denir. 

Keyfi tipli bir ( )r
s nt M   tensör alanı için Lie türevi formülü  

 1 1 1 1

1 1 1 1

.... .... .... ... ....
.... .... ... ... ....

1 1

( ) ( )r r r r

s s s s

s r
ii i i i i i i k ik k

X j j k j j j j k j k j jL t X t X t X t


  

         

biçimindedir (Salimov ve Mağden 2008). 

Not 2.4.1: Bazı temel tensörlerin Lie türevleri aşağıdaki gibidir: 

i. (1,0) tipli tensörlerin Lie türevlemesinin koordinatlarla ifadesi: 

 i m i m i
X m mL Y X Y Y X      

ii. (0,1) tipli tensörlerin Lie türevlemesinin koordinatlarla ifadesi: 

 m m
X i m i i mL w X w X w      

iii. (1,1) tipli tensörlerin Lie türevlemesinin koordinatlarla ifadesi: 

 i m i i m m i
X j m j m j j mL t X t X t X t       

iv. (0,2) tipli tensörlerin Lie türevlemesinin koordinatlarla ifadesi: 
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 m m m
X ij m ij i mj j imL g X g X g X g        

v. (1,2)  tipli tensörlerin Lie türevlemesinin koordinatlarla ifadesi: 

 k m k k m m k m k
X ij m ij m ij i mj j imL S X S X S X S X S         

vi. (1,2)  tipli tensörlerin Lie türevlemesinin koordinatlarla ifadesi: 

 s m s s t m s m s m s
X ijk m ijk m ijk i mjk j imk k ijmL R X R X R X R X R X R           

2.5. Diferansiyellenebilir Manifold Üzerinde Levi-Civita (Afin) Konneksiyon  

 eğrisinin noktalarına uygulanan vektörler arasında bağlantı oluşturma 

kuralı; diferansiyellenebilir bir nM  manifolduna   eğrisi boyunca konneksiyon dahil 

edilmesidir.  eğrisinin keyfi bir noktasındaki  vektörü alınan t   parametresine bağlı 

olarak değişip konneksiyona göre başlangıçtaki ile uygun kalıyorsa bu durumda iv   

vektörünün alınan konneksiyona göre  eğrisi boyunca paralel kaydırıldığı 

söylenebilir. Paralel kaydırmayı ifade eden  fonksiyonlarının 

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olması için verilen konneksiyonun 

diferansiyellenebilir olması gerekir. Vektörlerin paralel kaydırılması durumunda lineer 

bağımlılık şartı korunursa bu konneksiyona lineer veya afin konneksiyon denir. 

Bir vektörün eğri boyunca alınan afin (lineer) konneksiyona göre paralel kaydırılması, 

yani verilen afin konneksiyonunun  eğrisinin çeşitli noktalarına uygulanan vektörler 

arasındaki uygunluğunu ifade eden şartını bulalım.  eğrisinin başlangıç noktasındaki 

 lokal bazını alalım ve farz edelim ki  nin lineer bağımlılığı, baz 

vektörlerin verilen eğri boyunca paralel kaydırılma kuralını ifade etmiş olsun. Keyfi  

 vektörünün afin konneksiyona göre  eğrisi boyunca paralel kaydırılması 

için gerek ve yeter şart  katsayılarının sabit olmasıdır. Böylece,  

 tuu ii :

 iv



 tvv ii 





,  1,...i

k
a k n  ta i

k

i

k

ki av  

k
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                                                          (2.6) 

ifadesi yazılabilir.  eşitliğinden  

                                                            (2.7) 

olur. (2.6)’da verilen  baz vektörüdür ve  da buna karşılık gelen kobaz vektörüdür. 

Dolayısıyla  eşitliği geçerlidir. (2.7) eşitliği (2.6)’da kullanılırsa, 

                                                        (2.8) 

eşitliği elde edilir. (2.8) denkleminde , 

                                                                 (2.9) 

biçimindedir. (2.8) şartı  vektörünün verilen afin konneksiyona göre paralel 

kaydırılması şartıdır. (2.9)’da verilen  , bağlantı objeleri veya konneksiyon formları 

olarak adlandırılır. 

Teorem 2.5.1:  

i. Bağlantı objeleri (konneksiyon formları),  i
ka  bazının seçilişinden bağımsızdırlar.  

ii. Bağlantı objeleri, eğrisel koordinatların dönüştürülmesinde tensörlerin dönüşüm 

kuralına göre dönüşmezler (Kobayashi and Nomizu 1963). 

İspat:  

i. Farklı bazlara karşılık gelen  ve  konneksiyon formları olmak üzere  

vektörünün verilen konneksiyona göre paralel kaydırılması şartı her ikisi için, sırasıyla, 

i

k

ki addv 

i

k

ki av 

i
i

k
k va

i

k
a

k

ia

s
i s

i k
k
a a 

0 ki
k

i vdv 

k
i

k

s
i

s
k
i ada

iv

k
i

k
i k

i iv
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,                                                      (2.10) 

                                                      (2.11) 

şeklinde yazabiliriz. (2.10), (2.11) ve  vektörünün başlangıç değerinin keyfiliği 

şartlarından   bulunur. 

ii.  manifoldunun U  bölgesindeki  eğrisel koordinatların değişmesi durumunda 

baz vektörlerin ve kovektörlerin dönüşüm kuralı 

,                                                  (2.12) 

biçiminde yazılabilir. Burada ,  şeklindedir. (2.12) deki ikinci 

eşitliğin diferansiyeli alınırsa, 

                                                 (2.13)  

olur. (2.9) eşitliğinde, (2.12) deki eşitliklerden birinci eşitliği ve (2.13) eşitliği 

kullanılarak, 

 

ve gerekli işlemler yapıldıktan sonra 

                                            (2.14) 

elde edilir. Bu eşitlik konneksiyon formlarının yani bağlantı objelerinin, tensörün 

koordinatları olamadığını gösterir. 
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Bir kovektörün alınan konneksiyona göre paralel kaydırlması şartı aşağıdaki tanım ile 

verilebilir. 

Tanım 2.5.1: Bir  kovektörünün alınan afin konneksiyonuna göre paralel 

kaydırılması şartı;   eğrisi boyunca paralel kaydırılan herhangi bir  vektörü 

üzerindeki izinin bu eğri boyunca sabit kalmasıdır. Buna göre, 

 
( )

0

i i i
i i id v dv v d   


 (2.15) 

denklemi yazılır. Bir  vektörünün paralel kaydırılması,  

                                                      (2.16) 

şartı ile verilir. Bu eşitlik (2.15) de yazılırsa, 

 

eşitliği elde edilir. Böylece keyfi bir  vektörü için,  kovektörün afin 

konneksiyonuna göre  eğrisi boyunca paralel kaydırılması şartının,  

                                                  (2.17) 

şeklinde olduğu bulunur.  

Şimdi de vektör ve kovektör alanlarının  eğrisi boyunca paralel kaydırılması şartı 

kullanılarak, verilen eğrinin çeşitli noktalarına uygulanan ( , )p q  tipli tensörün paralel 

kaydırılması şartını inceleyelim. 

 tipli keyfi tensörün izi  eğrisi boyunca   
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şeklinde verilsin. Bu fonksiyondaki vektör ve kovektör değişkenlerinin verilen eğri 

boyunca paralel kaydırılması şartları göz önünde bulundurulursa Z  fonksiyonunun 

diferansiyeli, 

           

                                                                               (2.18) 

                                  

olarak yazılır. (2.18) eşitliğinde  

 

                   (2.19) 

olarak alınması durumunda Z  fonksiyonunun diferansiyeli, 

                                        (2.20) 

olarak bulunur. Verilen  eğrisi boyunca alınan afin konneksiyona göre vektör ve 

kovektör değişkenlerinin paralel kaydırılması ile bulunan multilineer fonksiyonunun 

diferansiyeli de vektör ve kovektör değişkenlerin multilineer fonksiyonu olur. Böylece 

bulunan dZ multilineer fonksiyonuna tipi  tensörünün tipi ile aynı olan belirli bir 

tensör karşılık gelir. Bu tensörün tipi ile  tensörünün tipi aynı olur ve koordinatları 

ise  (2.19) daki gibi olur. Burada  tensörüne  tensörünün mutlak 

diferansiyeli denir.  
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Tensörün mutlak diferansiyelinin tanımından aşağıdaki sonuçlar yazılabilir: 

1. Vektör ve kovektör (1-form) değişkenlerinin paralel kaydırılması şartları, sırasıyla, 

,  

biçiminde olup ( , )p q  tipli tensörün paralel kaydırılması koşuluda 

 

şeklinde verilir. 

2. Birim tensörün de mutlak diferansiyeli, 

 

biçimindedir. 

Tensörlerin mutlak diferansiyelleri ya da tensör diferansiyellemesi için aşağıdaki 

özellikleri yazılabilir: 

i. ,   ve  aynı tipli tensörlerdir (Lineerlik şartı), 

ii. ( ) ( ) ( )t t t      , -skalerdir, 

iii. , (Leibniz Kuralı) burada A ve B keyfi tipli tensörler 

olup  işareti tensör çarpımıdır. 

iv. Tensörlerin kontraksiyon, simetrikleştirme ve alterneleştirme işlemleri mutlak 

diferansiyelleme işlemi ile yer değiştirebilir. Mesela ( ) ( )Ct C t   olacak şekilde   

işlemi kontraksiyon işlemi ile yer değiştirebilir. 
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2.5.1. Afin (Lineer) Konneksiyonlu Uzaylar 

Tanım 2.5.1.1: Diferansiyellenebilir  manifoldunun bütün eğrileri boyunca afin 

konneksiyonu verilsin.  diferansiyellenebilir manifoldu lineerlik şartını sağlarsa  

manifolduna n- boyutlu afin konneksiyonlu uzay denir (Bishop and Goldberg 1968). 

Şimdi burada geçen lineerlik şartını inceleyelim: 

M ,  manifoldundan alınan keyfi bir nokta ve komşuluğu bu noktada olan keyfi 

vektör alanları alınsın. M  noktasından geçen herhangi bir eğri için hesaplanmış keyfi 

bir  vektör alanının mutlak diferansiyeli, 

                                                      (2.21) 

olarak yazılır. (2.21) eşitliği elementer yer değişme işlemi bu eğri boyunca  

vektörünün lineer fonksiyonudur.  Buradaki , noktaya ve  vektör alanına bağlı bir 

fonksiyondur.  da buradaki bütün vektörlere teğet olan vektörün koordinatlarıdır. 

Ayrıca  olduğun için  

                                 (2.22) 

olur. (2.21) ve (2.22) eşitliklerinden 

                                           (2.23) 

eşitliği bulunur. Burada ,  nin ve  ler de  lerin fonksiyonlarıdır.  

formları  vektör alanlarının seçilişinden bağımsız olduğu için  formları  

koordinatlarının lineer fonksiyonu olup 
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                                                   (2.24) 

şeklinde yazılır.   katsayıları, afin (lineer) uzayın bir noktasının fonksiyonları olup 

afin konneksiyonun katsayıları olarak adlandırılır.  manifoldunda konneksiyon 

katsayıların verilmesi afin konneksiyonunu tayin eder. 

  afin konneksiyon katsayılarının dönüşüm kuralı: 

 (2.24) eşitliğinden, 

    

olur. Ayrıca 

                                              (2.25) 

olduğundan ve   eşitliğinin her iki tarafının  kısmi diferansiyeli alınırsa   

 

bulunur. Son eşitlik  (2.25) de kullanılırsa  

                                               (2.26) 

olur. Böylece (2.14), (2.24) ve (2.26) eşitlikleri kullanılarak konneksiyon dönüşüm 

kuralı  

                                              (2.27) 

olarak verilir. Burada   şeklindedir. 
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Afin konneksiyonuna sahip uzayda verilen keyfi bir vektör alanının mutlak 

diferansiyeli, (2.24)’den 

(   )                                           (2.28) 

şeklinde olur. (2.28) denkleminde sol taraftaki iv  bir tensör olup  da vektör 

olduğu için parantez içindeki ifade tensörün koordinatlarını verecektir. Bu şekilde 

verilen tensör için verilen  tensörünün kovaryant türevi,  

                                               (2.29) 

şeklinde gösterilir. Kovaryant türev  (1,1) tipinde bir tensör belirtir.  

Aynı şekilde   kovektör alanının kovaryant türevi de, 

                                            (2.30) 

şeklinde olup, sonuç (0,2) tipli bir tensördür.  

Şimdi de keyfi ( , )p q  tipli tensör için kovaryant türevi inceleyelim. 

Keyfi (p,q) tipli  tensörünün mutlak diferansiyeli, (2.24) eşitliğinden 

                      (2.31) 

şeklinde olur. Bu denklemin sol tarafı bir tensör olup  vektör olduğu için parantez 

içindeki ifade bu tensörün koordinatlarıdır. Böylece, 

                         (2.32) 
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denklemi elde edilir. Buna  tensörünün kovaryant türevi denir. 

(p,q) tipli bir tensörün kovaryant türevinin (p,q+1) tipli bir tensör olduğu kovaryant 

türev tanımından görülür. Kovaryant türevin, tensörün kovaryantlık derecesini bir 

artırdığı söylenebilir.  

Kovaryant türevin tanımından; 

i.  

ii. ,    

iii.  

iv. Tensörlerin kontraksiyon, simetrikleştirme ve alterneleştirme gibi işlemlerde mutlak 

diferansiyelleme kullanılarak işlem öncelik sırası değişebilir, 

şeklinde özelikler yazılabilir (Bishop and Goldberg 1968). 

Şimdi de afin konneksiyonun invaryant tanımını inceleyelim: 

Tanım 2.5.1.2: , nM  manifoldunda vektör alanlarının modülü olmak üzere  

  

ile tanımlı dönüşüm,  

 i. ,    

 ii.   

şartlarını sağlıyorsa    konneksiyonuna afin (lineer) konneksiyon denir. Burada  
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ifadesine ise X vektör alanı yönündeki kovaryant diferansiyelleme denir (Bishop and 

Goldberg 1968). 

2.5.2. Eğrilik ve Burulma Tensörleri 

 Afin konneksiyonuna sahip  uzayında diferansiyellenebilir bir  

fonksiyonu verilsin. Koordinatların dönüşümü durumunda bu fonksiyonun 

 tam diferansiyeli invaryant kalır. Böylece df fonksiyonu  vektörünün 

lineer fonksiyonu olup bu lineer fonksiyonuna karşılık gelen kovektör; iV , f  

fonksiyonunun gradienti ve bu fonksiyon da kovektörün potansiyel fonksiyonu olmak 

üzere, 

                                                      (2.33) 

olarak gösterilir. 

Herhangi bir  kovektörünün keyfi bir skaler alanın gradientinin olması 

                                                    (2.34) 

gerek ve yeter şartına bağlıdır ( Yano 1968 ). 

 Gradient kovektörü olan  nin kovaryant türevi,  

                                             (2.35) 

şeklinde olup i  ve j  indislerine göre alterneleştirme işlemi yapılarak, (2.34)’den  

                                                 (2.36) 
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bulunur. Burada  

                                                     (2.37) 

olarak alınmıştır. (2.36) eşitliğinindeki kovaryant türev, (0,2) tipli bir tensör 

belirttiğinden  nicelikleri de alt indislere göre antisimetrik olup (1,2) tipli tensörün 

bileşenlerini verir.  tensörene  afin uzayının burulma veya torsion tensörü denir. 

Keyfi , nX Y A   vektör alanları için burulma tensörünün invaryant formu, 

                                    (2.38) 

şeklindedir (Kobayashi and Nomizu 1963). 

Keyfi   vektörünün kovaryant türevi, (1,1)  tipli tensör olup    

şeklinde gösterilir. Bu tensörün de kovaryant türevi alınırsa  

                 

                                

                        

olur. Bu denklemde r   ve s   indislerine göre alterneleştirme işlemi yapılırsa,  

                                          (2.39) 

eşitliği elde edilir. Burada 

                                       (2.40) 
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olarak alınmıştır.  
i

r s v   ve k i
rs kS v  tensör olup kv  keyfi vektör olduğu için ,  

(1,3)  tipli tensör belirtir. Buna nA  uzayının Riemannian- Christoffel tensörü veya 

Eğrilik tensörü denir. 

(2.39) formülüne benzer olarak; 

                           ,                                                (2.41) 

                          ,                                     (2.42) 

                                                                  (2.43) 

                                            .  

formülleri yazılabilir. (2.42) formülüne  afinorunun Ricci özdeşliği denir.  

Eğrilik tensörü invaryant formda keyfi  vektör alanları için  

                            
                                     (2.44) 

şeklinde de yazılabilir (Kobayashi and Nomizu 1963). 

2.5.3. Konneksiyonların Dönüşümü 

Afin konneksiyonu ile verilen keyfi iki uzayın difeomorfizmine bakalım. Bu iki uzay 

için uygun eğrisel koordinat sistemi verilebilmesi, karşılıklı noktalarının 

koordinatlarının aynı olması ile mümkündür. Bu şekilde karşılık getirme işlemi, bir 

differensiyellenebilir nX  manifoldunda herhangi iki afin konneksiyonun verilmesi 

halinde de oluşturulabilir. Bu şekilde karşılık getirme işlemi, paralel kaydırma kuralının 

dönüştürülmesi veya konneksiyonların dönüştürülmesi olarak da değerlendirilebilir. 

Herhangi bir manifold üzerinde çeşitli konneksiyonlar alınabilir. Bir  manifoldunda, 
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sırasıyla,   ve  konneksiyon katsayılarına sahip  ve  konneksiyonlarını 

alalım. Keyfi bir  vektör alanının kovaryant türevleri bu konneksiyonlara göre  

 , 

 

biçiminde olur. Bu iki eşitliği taraf tarafa çıkarırsak  

                                               (2.45) 

eşitliği elde edilir. Burada ,   

                                                  (2.46) 

şeklinde tanımlıdır. (2.46) eşitliğinden  tensörünün (1,2)  tipli tensör meydana 

getirdiği söylenebilir. Bu tensöre afin deformasyon tensörü veya gerilme tensörü denir.  

Teorem 2.5.3.1: ,  afin konneksiyonunun katsayıları ve , (1,2) tipli tensör 

olmak üzere  konneksiyon katsayıları da başka bir afin konneksiyonun 

katsayılarıdır (Kobayashi and Nomizu 1963).  

İspat: (2.46)’dan  

 

yazılabilir.  katsayıları için konneksiyon katsayılarının dönüştürülmesi durumunda  

                                (2.47) 

eşitliği elde edilir. Burada  tensör olup tensör dönüşüm kuralından, 
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                                                   (2.48) 

eşitliği yazılabilir. Bu eşitlik (2.47) de kullanılırsa 

 

olur. Bu denklem,  katsayılarının, konneksiyonların dönüştürülmesi kuralına göre 

dönüştüğünü yani konneksiyon dönüşüm kuralını sağladığını ifade eder. Dolayısıyla bir 

afin konneksiyondur. 

Bu teoremden yararlanarak aşağıdaki sonuçlar yazılabilir. 

Sonuç 2.5.3.1 Keyfi bir  skaleri için, 
1
k
ij  ve 

2
k
ij  afin konneksiyonunun katsayıları 

olmak üzere 

                                                   (2.49) 

ifadesinin de yine bir afin konneksiyonun katsayıları olduğu söylenebilir. 

İspat: (2.49) eşitliği  

                                        (2.50) 

şeklinde de yazılabilir. Bu eşitlikteki 
2 1
k k
ij ij   terimi tensör olduğu için Teorem 2.5.1. 

gözönüne alınırsa  ifadesi afin konneksiyon belirtir. Yani kullanılan iki farklı 

konneksiyondan yeni bir konneksiyonun oluşturulduğu söylenebilir. 

Özel olarak  alınması durumunda, 
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                                                    (2.51) 

olur.  ve  konneksiyonlarına göre  konneksiyonuna orta konneksiyon denir. 

Sonuç 2.5.3.2  afin konneksiyonunun katsayıları olmak üzere  katsayıları 

da afin konneksiyon belirtir.   

İspat: Burulma tensörü 

 

şeklinde tanımlı olduğundan 

                                              
,                                            (2.52) 

biçiminde yazılır. Teorem 2.5.1’e göre  katsayıları bir afin konneksiyon tayin eder. 

Burada kullanılan  ve  konneksiyon katsayıları karşılıklı konneksiyon olarak 

adlandırılır. 

2.5.4. Burulması Sıfır Olan Uzaylar 

Burulması sıfır olan afin konneksiyonlu uzayların burulma tensörü sıfır olup bu 

uzayların konneksiyon katsayıları aşağıdaki indislere göre simetriktir ve  
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eşitliği geçerlidir. Burulması sıfır olan afin konneksiyonlu uzayın herhangi bir eğrisel 

koordinat sistemine göre  koordinatlarına sahip O  noktasını alalım ve 

konneksiyon katsayılarının verildiği eğrisel koordinat sistemine göre bu noktadaki 

değerlerinin de  konneksiyon katsayıları ile verildiğini varsayalım. Bu şekilde 

oluşturulacak olan yeni koordinatları,  

                          (2.53) 

şeklinde tanımlayalım. Burada , Kronecker sembolüdür. (2.53) ifadesi  den  ye 

difereniyellenebilir bir dönüşümdür.  koordinatlarının  koordinatlarına göre kısmi 

türevleri  

,                                     (2.54) 

şeklinde yazılır. Bu eşitlik O noktasında ve çevresinde det  şartını sağlar. Bu 

şartın sağlanması (2.53) dönüşümünün diferansiyellenebilir manifoldun tanımındaki 

mümkün olan dönüşümler sınıfından olduğu söylenebilir. (2.54) eşitliklerindeki türev 

fonksiyonları O noktasında yazılırsa, 

,                                                  (2.55) 

eşitlikleri elde edilir.  

(2.27) ve (2.55) eşitlikleri kullanılarak, yeni koordinat sistemine göre O noktasındaki 

konneksiyon katsayılarının değerleri,  
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veya 

 

olur. Böylece burulması sıfır olan afin uzayın bütün noktalarında öyle bir koordinat 

sistemi vardır ki, bu sisteme göre konneksiyon katsayılarının bu noktadaki her bir değeri 

sıfır olur. (2.53) eşitliğinde verilen koordinatlar normal koordinat sistemi olarak ifade 

edilir. 

Eğrilik tensörü için burulması sıfır olan afin konneksiyonlu uzaylarda aşağıdaki 

eşitlikler geçerlidir. 

i.  

ii.  

iii.  (Bianchi-Padov eşitliği), (2.Bianchi özdeşliği).  

Bu eşitliklerin invaryant (tensör) karakter taşıdığı dikkate alınırsa, ispatlarını normal 

koordinat sistemini kullanarak incelemek hem daha kolay hemde yeterli olacaktır. 

 burulması sıfır olan afin konneksiyonlu uzayda (0, 2)  tipli, simetrik ve regüler bir 

tensör olmak üzere  tensörünün kovaryant türevi, 

                                                       (2.56) 

biçiminde olsun. (2.56) eşitliğinde indislerin yeri dairesel olarak değiştirilirse,  
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eşitlikleri yazılır. Buradaki son iki eşitlikten birinci eşitlik çıkartılırsa, 

                         (2.57) 

eşitliği bulunur. Bununda her iki tarafı  tensörü ile çarpılırsa  

                                    (2.58) 

olur. Burada 

                                   (2.59) 

şeklinde olup buna  tensörünün Riemannian konneksiyon katsayıları (Levi-Civita 

konneksiyonu) veya Christoffel sembolü denir. Burulması sıfır olan afin konneksiyonlu 

uzayın konneksiyon katsayıları; (0, 2)  tipli, regüler ve simetrik  tensörünün 

Christoffel sembolü ve kovaryant türevleri yardımıyla ifade edilir. 

Tanım 2.5.4.1:   burulmasız afin konneksiyonlu uzayında ,    n-

vektörü olmak üzere  lineer bağımsız vektörleri üzerine kurulan 

paralelyüzlünün hacmi   

                                         (2.60) 

şeklinde olsun.  vektörlerinin paralel taşınması durumunda V hacmi korunursa, 

burulmasız  uzayına eş afin uzay veya denk afin uzay denir. 

Eş afin uzayın konneksiyonu, (2.60) kullanılarak 
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 ya da                                     (2.61) 

şeklinde bulunur. Bu şart, 

                              (2.62) 

şeklinde de yazılabilir. (2.62) sisteminin bütün denklemleri n-vektörün 

antisimetrikliğine göre  

                              (2.63)   

eşitliğine denk olur.  biçiminde yazılırsa (2.63) eşitliği kullanılarak  

                                                   (2.64) 

ifadesi yazılabilir. Eş afin uzay bu şekildeki bir koşul ile de karakterize edilebilir. Eş 

afin konneksiyonun katsayıları ile verilen  toplamı gradiyenti verir. Bu gradiyentin 

potansiyel fonksiyonu  olacaktır. 

Ricci tensörü,  

                                (2.65) 

denklemi ile verilir. Buradan eş afin konneksiyonun 

                                                          (2.66) 

şartı ile de karakterize edilebileceği söylenebilir.  
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Eğrilik tensörünün burulması sıfır olan afin konneksiyonlu uzaylarda  ve 

 şartlarını sağladığı hesaba katılarak  

                                                    (2.67) 

eşitliği yazılabilir. Son iki eşitlik, eş afin konneksiyonunun  

 

şartı ile de karakterize edilebileceği anlamına gelir. 

Tanım 2.5.4.2: Burulması sıfır olan afin konneksiyonlu uzayın herhangi bir 

noktasındaki tanjant uzayında alınan g , (0,2) tipli simetrik tensörü, tanjant uzayın 

paralel kaydırılması halinde korunuyorsa bu uzaya metrik uzay, (0,2) tipli simetrik  

tensörüne de metrik tensör adı verilir (Hacısalihoğlu 2003). 

Tanım 2.5.4.3:  metrik tensörü regülerlik şartını sağlıyor ise yani, 

 det( ) 0ijg    

 şartı sağlanıyor ise bu uzaya Weyl uzayı denir ve  şeklinde işaretlenir 

(Hacısalihoğlu 2003). 

Tanım 2.5.4.4: Weyl uzayının eş afin uzayı olması durumunda bu uzaya Riemannian 

uzayı denir ve nV   ile işaretlenir (Hacısalihoğlu 2003).  

Riemannian uzayının burulması sıfırdır ve bu uzayın Riemannian konneksiyonu,  

                                                      (2.68) 
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denklemi ile verilir ve Riemannian konneksiyonunun katsayıları da   

                                 (2.69) 

şeklinde verilir. Yani,  tensörünün Christoffel sembolleri ile Riemannian uzayının 

konneksiyon katsayıları çakışır ve böyle katsayılarla verilen konneksiyona Riemannian 

konneksiyonu ya da Levi-Civita konneksiyonu denir. Ayrıca Riemannian manifoldu 

üzerinde  şartını sağlayan ancak burulması sıfır olmayan konneksiyonlar da 

vardır. Böyle konneksiyonlara metrik konneksiyon denir.  

 eşitliği göz önüne alınırsa Riemannian uzayında aşağıdaki eşitlikler 

geçerlidir. 

i.  

ii.  

iii.  

iv.  

v. . 

2.5.5. Riemannian Manifoldları 

Tanım 2.5.5.1: Diferansiyellenebilir M  manifoldundaki diferansiyellenebilir vektör 

alanların kümesi ( )M  olmak üzere, 

 : ( ) ( ) ( )g M M C M      

şeklinde tanımlı g  bilineer formu , ( )X Y M   için 

a) ( , ) ( , ),g X Y g Y X  (Simetrik) 
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b) ( , ) 0g X X    ve X  için ( , ) 0 0g X X X    (Pozitif Tanımlı) 

şartları sağlanırsa g  bilineer formuna metrik tensör veya Riemann metriği denir. Bu 

durumda ( , )M g  ikilisine de Riemann manifoldu adı verilir.  

Lokal koordinatlarda ikinci şart  şartına denktir.  bilineer formunun 

bileşenleri  olmak üzere  Riemann metriği için  

 

ifadesi de kullanılır (Kobayashi and Nomizu 1963). 

Tanım 2.5.5.2: M  bir manifold, g  de simetrik, regüler bilineer form olmak üzere eğer 

  lineer konneksiyonu, , , ( )X Y Z M   için 

1)  , X YX Y Y X     

2) ( , ) ( , ) ( , )X XXg Y Z g Y Z g Y Z      

şartlarını sağlarsa Riemann konneksiyon veya Levi-Civita konneksiyonu adını alır. 

M  manifoldu üzerinde bir Levi-Civita konneksiyonu, 

      
2 ( , ) ( ( , )) ( ( , )) ( ( , ))

( , , ) ( , , ) ( , , )
Xg Y Z X g Y Z Y g Z X Z g X Y

g X Y Z g Y Z X g Z X Y

   

  
  

şeklinde verilen Kozsul eşitliği ile belirlenir (O’neill 1983) 

Teorem 2.5.5.1: Bir Riemann manifoldu üzerinde bir tek Riemann konneksiyonu vardır 

(Hacısalihoğlu 2003). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Tanjant Demet  

 C


sınıfından n  boyutlu diferansiyellenebilir bir nM  manifoldunun bir P noktasındaki 

tanjant uzayı  P nT M  olmak üzere  

                                                                 
nP

n P n
M

T M T M


                                            (3.1) 

şeklinde tanımlanan  nT M  cümlesine tanjant demet denir.  

 nT M  tanjant demetinin herhangi bir   P nP T M  noktası için nM  manifoldu 

üzerindeki  nT M  tabii demet yapısını tamamlayan  

  : n nT M M    

                           P P P    

demet izdüşümü ( P P ) karşılık getirir.     1
P nP P T M     şeklinde tanımlanan 

kümeye, nM  baz uzayının P  noktasındaki fibre denir.  

Doğal olarak nM  manifoldu üzerinde  : n nf M T M  (
nMf I  , nM  de özdeşlik 

dönüşümü) kesiti bulunur.  P nT M  tanjant uzayının sıfır vektörü, nM  manifoldunun 

keyfi P  noktasındaki  f P  değeridir. Bu  : n nf M T M  kesiti veya  nf M  

dönüşümünün görüntüsü, sıfır kesit olarak adlandırılır.  nf M , nM  baz uzayı ile aynı 

olduğu için nM  manifoldu,  nT M  tanjant demetinde diferansiyellenebilir imbedding 

olmuş veya içine daldırılmış altmanifolddur (Yano and Ishihara 1973). 
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( )hx , nU M  koordinat komşuluğundaki lokal koordinatlar olsun. nM  baz uzayı 

 ; hU x  koordinat komşuluk sistemiyle örtülmüş olmak üzere    1
nT MU    açık 

kümesi için 1 : n
nMU U R      dönüşümü diferansiyellenebilir bir homeomorfizm 

olur. Burada n ,   üzerinde n -boyutlu vektör uzayıdır. 

P U  noktası için   P nP T M  noktası  , P X  sıralı çifti ile gösterilir. nX   

vektörünün bileşenleri,  P nT M  tanjant uzayında  h h hx

    
  doğal bazına göre P  

noktasını ,hhy x  1, ..., 2h n n   kartezyen koordinatları ile verilir. U  koordinat 

komşuluğunda  P P  ’nin koordinatları ,hx  1,...,h n  ile gösterilirse, P  noktası 

uygun     1, hhx x P U    ile verilmiş olur.    1
nT MU    açık kümesinde 

 , hhx x  lokal koordinatlar sistemi elde edilir. Burada  , hhx x  koordinat sistemi,  hx  

dan indirgenmiş  1 U   da bulunan koordinatlar olarak ifade edilir (Yano and Ishihara 

1973).  

nM  manifoldunda  P P   noktasını kapsayan bir diğer koordinat komşuluğu 

 ' ', hU x  olmak üzere,  1 'U   koordinat komşuluğuda P  noktasını içerir. P  nin 

indirgenmiş koordinatları  1 'U   koordinat komşuluğuna göre  ' '( , )h hx y  ile gösterilir. 

Koordinatlar arasındaki dönüşüm kuralı 

                                                             
 '

'
'

' ,

,

h

h
h

h h

h
h

x x x

x
x y

x

 

 




                                                (3.2) 

biçimindedir (Yano and Ishihara 1973).  
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 'h hx x , nP M  noktasındaki 1 2, ,..., nx x x  değişkenlerinin  C


 sınıfından 

diferansiyellenebilir fonksiyonlarıdır. ,hhx y  ' 'h hx y  olarak alınırsa (3.2) denklemi,  

                                                   ''p p px x x                                                              (3.3) 

biçiminde yazılır. (3.2) dönüşümüne ait Jakobi matrisi 

                                           
''

' '

0

h

hp
h

p h h
h

Ax

x A y A


  
      

                                                     (3.4) 

olarak tanımlıdır. Burada '
'h

h
h h

x
A

x





 , 
2

'
'

h
h

h

hx
A

x x 



 

 eşitlikleri alınmıştır. 

 (3.2) dönüşümünün tersi, 

                                                       
 

'
'

' ,

,

h h h

h
h h

h

x x x

x
x y

x

 

 




                                                      (3.5) 

veya 

                                                          'p p px x x                                                        (3.6) 

olarak yazılabilir. (3.5) dönüşümünün Jakobi matrisi 

                                                 '
' '

' ' '

0hp
h

p h h
h h

Ax

x A y A


  
      

                                          (3.7) 

ile verilir. (3.4) ile (3.7) matrisleri  nT M  tanjant demetinin daima yönlendirilebilir 

olduğunu ifade eder (Yano and Ishihara 1973).  
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nM  manifoldundaki  , r s  tipli C


sınıfından tüm tensör alanlarının kümesi  r
s nM  

ve nM  üzerindeki tüm tensör alanlarının kümesi ise    
 0,

r
n s n

r s

M M




   ile gösterilir. 

Benzer olarak  nT M  tanjant demetindeki  , r s  tipli tüm tensör alanlarının kümesi 

  r
s nT M  ve tüm tensör alanlarının kümesi ise   nT M  ile gösterilir. 

3.1.1. Tanjant Demette Fonksiyonun Dikey Lifti  

f , nM  manifoldunda bir fonksiyon ve : nf M R  ,  : n nT M M   olmak üzere, 

v f f   ,  :v
nf T M R  şeklinde tanımlı v f  fonksiyonuna  nT M  tanjant 

demetinde f  fonksiyonunun dikey lifti denir. Burada   1P U   ve 

   ( , ), i i i iP x y x x   olmak üzere,  

          , v vf P f x y f P f P f x      (3.8) 

 olur. Buradan  v f P  değerinin fibre boyunca sabit ve  1
nP P M    noktasındaki 

 f P  değerine eşit olduğunu söyleyebiliriz (Yano and Ishihara 1973). 

3.1.2. Tanjant Demette Vektör Alanının Dikey Lifti 

 0
1

nX M , nM  manifoldunda keyfi bir vektör alanı olmak üzere,  

                                                        v vX X                                                    (3.9) 

biçiminde tanımlanan v X  vektör alanı,  nT M  tanjant demetinde X  vektör alanının 

dikey lifti olarak adlandırılır. 
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X  vektör alanının dikey lifti olan v X  vektör alanının  nT M  tanjant demetinde 

indirgenmiş koordinatlara göre bileşenleri 

                                                           
0

h

v X
X

 
  
 

                                                     (3.10) 

ile verilir (Yano and Ishihara 1973). 

3.1.3. Tanjant Demette 1-Formun Dikey Lifti 

 0
1 nM , nM  manifoldu üzerinde 1-form (kovektör alanı) olsun.  nT M  tanjant 

demetinde indirgenmiş koordinatlara göre bileşenleri, 

                                                       , 0v
h                                                          (3.11) 

şeklinde olan   0
1

v
nT M  1-formuna,   nın dikey lifti denir (Yano and Ishihara 

1973).  

Ayrıca her  1 U   açık kümesinde (3.11) eşitliğinden 1-formun dikey lifti, 

                                                          v h hdx dx                                                       (3.12) 

şeklindedir. Burada  hdx  1-formdur (Yano and Ishihara 1973). 
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3.1.4. Tanjant Demette Tensör Alanlarının Dikey Lifti 

(3.8), (3.9) ve (3.11) eşitlikleri ile tanımlanan dikey liftler; sırasıyla, sabit katsayılara 

göre  0
0 nM  nin  0

0 )( nT M  ye,  1
0 nM  nin  1

0 )( nT M  ve  0
1 nM  nin 

 0
1 )( nT M  ye lineer izomorfim olduğunu belirler. Böylece,  

   ,V V VP Q P Q       V V VP R P R    (3.13) 

şartı ile sabit katsayılara göre  nM  tensör cebrinin  )( nT M  tensör cebrine bir tek 

cebirsel izomorfizm ile dikey liftlere genişletilebilir. Burada ,P Q  ve R ,  nM  nin 

keyfi elemanlarıdır. (3.13) eşitlikleri kullanılarak )( nT M  deki indirgenmiş 

koordinatlara göre, h
iF  lokal bileşenlerine sahip bir  1

1 nF M  afinor alanının V F  

dikey lifti,   

 
0 0

0
V

h
i

F
F

 
  
 

  (3.14) 

biçimindedir. 

jiG  bileşenlerine sahip bir   0
2 nG M  tensör alanının V G  dikey lifti,  

 
0

0 0
jiV G

G
 

  
 

  (3.15) 

biçimindedir. 

ihH  bileşenlerine sahip bir   2
0 nH M  tensör alanının dikey lifti, 

 
0 0

0
V

ihH
H

 
  
 

  (3.16) 
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şeklindeki bileşenlere sahiptir. 

Gerçekten, (3.8), (3.12) ve (3.13) denklemlerinden  

      ( )V V h i
i h

F F dx
x


 


 

   VV h V i
i h

F dx
x

    
 

h i
i h

F dx
y


 


 

olur. Bu ifade (3.14) eşitliğini verir. Benzer olarak (3.15) ve (3.16) eşitlikleride 

gösterilebilir. 

3.1.5. Tanjant Demette Fonksiyonun Tam Lifti 

 nT M  tanjant demetinde  0
0 nf M  olmak üzere  

 ( ) s C
sdf y f f f        

şeklindedir. Burada C f  fonksiyonuna f  fonksiyonunun tanjant demette tam lifti denir 

(Yano and Ishihara 1973). 

3.1.6. Tanjant Demette Vektör Alanının Tam Lifti 

 0
1

nX M , nM  manifoldunda bir vektör alanı olmak üzere  nT M  tanjant 

demetinde indirgenmiş koordinatlara göre 

 
h

C

s h
s

X
X

y X

 
  

 
  (3.17) 
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şeklindeki bileşenlere sahip olan   1
0

C
nMX T  vektör alanı X  vektör alanının tam 

lifti olarak adlandırılır (Yano and Ishihara 1973). 

Her  1 U   açık kümesinde (3.17) eşitliğinden 

  C
h h     (3.18) 

denklemi sağlanır (Yano and Ishihara 1973). 

3.1.7. Tanjant Demette Tensör Alanlarının Tam Lifti  

   ,C C V V CP Q P Q P Q         C C CP R P R    (3.19) 

şartı ile sabit katsayılara göre  nM  tensör cebrinin  )( nT M  tensör cebrine bir tek 

cebirsel izomorfizm ile tam liftlere genişletilebilir. Burada ,P Q  ve R ,  nM  nin 

keyfi elemanlarıdır. 

(3.19) eşitlikleri kullanılarak )( nT M  deki indirgenmiş koordinatlara göre; 

h
iF  lokal bileşenlerine sahip bir  1

1 nF M  afinor alanının C F  tam lifti,   

 
0h

C i
h h

i i

F
F

F F

 
  

 
  (3.20) 

biçimindedir. 

jiG  bileşenlerine sahip bir   0
2 nG M  tensör alanının C G  tam lifti,  

 
0

ji jiC

ji

G G
G

G

 
  
 

  (3.21) 
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biçimindedir. 

ihH  bileşenlerine sahip bir   2
0 nH M  tensör alanının C H  tam lifti, 

 
0 ih

C

ih ih

H
H

H H

 
  

 
  (3.22) 

şeklindeki bileşenlere sahiptir. 

Gerçekten, (3.8), (3.9), (3.12) ve (3.18) denklemlerinden  

      ( )C C h i
i h

F F dx
x


 


 

           V C VC h V i V h V i V h C i
i i ih h h

F dx F dx F dx
x x x

                        
 

     C h i V h i V h h
i i ih h h

F dx F dx F dy
y x y

  
     

  
 

olur. Bu ifade (3.20) eşitliğini verir. (3.21) ve (3.22) eşitlikleri de benzer olarak 

gösterilebilir. 

3.1.8.     Operatörü 

nM  manifoldu üzerinde F  bir afinor alanı olmak üzere  nT M  tanjant demetinde 

  1
0 nF T M   vektör alanı,                                                                     

                                                          
0

s h
s

F
y F


 

  
 

                                                 (3.23) 

ile tanımlanır.  
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  1
2 nT T M  olmak üzere  nT M  tanjant demetinde indirgenmiş koordinatlara göre 

  1
1 nT T M   afinor alanı, 

                                                        
0 0

0 s h
s h

T
y T


 

  
 

                                                 (3.24) 

ile tanımlanır (Yano and Ishihara 1973). 

3.1.9. Yatay Lift 

Diferansiyellenebilir nM  manifoldu üzerinde   afin konneksiyon verilsin. Keyfi 

 0
1

nX M  için 

                                                      ( )H CX X X                                                   (3.25) 

ile tanımlanan   1
0

H
nMX T  vektör alanına, X  vektör alanının  nT M  tanjant 

demete yatay lifti denir. Burada ( ) ( )X X     şeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

X  vektör alanının H X  yatay liftinin,  nT M  tanjant demeti üzerindeki indirgenmiş 

koordinatlara göre bileşenleri,  

                                                         
h

h

H

i
i

X
X

X

 
  

 
                                               (3.26) 

şeklindedir. Burada 

                                                              h s
i

h
isy                                                      (3.27) 

eşitliği geçerlidir. 
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1
1( )nF M  afinor alanının  nT M  tanjant demet üzerindeki H F  yatay lifti,  

                                                       H CF F F                                                    (3.28) 

ile tanımlı olup F , 

                                                  i i

s h h
sF y F dx                                                (3.29) 

şeklinde tanımlıdır. F  afinor alanının HF  yatay liftinin  nT M  tanjant demet 

üzerindeki indirgenmiş koordinatlara göre  

                                             
0i

i i i

h
H

h s s h h
s s

F
F

F F F

 
  



   

                                      (3.30) 

şeklindeki bileşenlere sahip olduğu sonucu çıkar.  

Benzer olarak; 0
2 ( )nG M  tensör alanının HG  yatay lifti,  nT M  tanjant demeti 

üzerindeki indirgenmiş koordinatlara göre 

 
0

t t
j ti i jt jiH

ji

G G G
G

G

 
  







 
  (3.31) 

bileşenlerine sahiptir. Aynı şekilde 2
0 ( )nH M  tensör alanının H H  yatay liftinin 

 nT M  tanjant demetteki indirgenmiş koordinatlara göre 

 
0 ji

H

ji j ti i jt
t t

H
H

H H H




 
 
   

  (3.32) 

şeklindeki bileşenlere sahip olduğu söylenebilir (Yano and Ishihara 1973). 
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3.2. Tanjant Demette Afin Konneksiyonun Tam Liftleri 

nM ,   afin konneksiyonu ile verilen bir manifold olsun.  nT M  tanjant demetinde bir 

tek C  afin konneksiyonu vardır ve her  1
0, nX Y M  için 

  C

CC C
XX

Y Y    (3.33) 

şeklinde tanımlanır. h
ji , nM  de (x )h  lokal koordinatlarına göre   nın bileşenleri ve 

 A
CB ,  nT M  de (x , y )h h  indirgenmiş koordinatlarına göre C  nin bileşenleri olsun. 

X  ve Y , nM  deki (x )h  lokal koordinatlarına göre hX  ve hY  bileşenlerine sahip keyfi 

vektör alanları olsun. O zaman CX  ve CY ,  nT M  de (x , y )h h  indirgenmiş 

koordinatlarına göre; 




:

h

hh
C

h

X
X

X

X

X

           
 , 




Y :

h

hh
C

h

Y

Y

Y

Y

           
 

bileşenlerine sahip olur. Bu bileşenler kullanılarak (3.33) eşitliği, aşağıdaki formlarda 

da yazılabilir. 

           ( ) ( ) X ( )
j h i i j h i i j h i

j jj

h h h h h
ji ji ji j i jiX Y Y Y X Y Y Y YY             

ve  

             ( ) ( ) X ( )
h h h h h

ji j i ji j i j

j h i i j h i i k j h i
j kj ijX Y Y Y X Y Y Y y Y Y               . 

Buradan, 
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, 0, 0, 0,

, , , 0,

h h h hh
ji j i ji j iji

h h h hh h h
ji j i ji j iji ji ji

        

          
  (3.34) 

şeklinde konneksiyon katsayıları elde edilir. (3.34) ile tanımlanan 
A

CB  nin global 

olarak  nT M  de bir afin konneksiyon belirlediği (3.4) ve (3.7)’den kolaylıkla 

doğrulatılabilir. Bu afin konneksiyon  nT M  de   afin konneksiyonunun tam lifti 

olarak adlandırılır ve C  ile gösterilir (Yano and Ishihara 1973).  

Teorem 3.2.1: T  ve R , sırasıyla,   konneksiyonunun burulma ve eğrilik tensörleri 

olmak üzere C T  ve C R , sırasıyla, C  nin burulma ve eğrilik tensörleridir (Yano and 

Kabayashi 1966). 

İspat:  1
0, nX Y M   için 

    ( X, Y) (X,Y)C C C CT T  

  ,C
X YY X X Y    

,C C
C C C C C C

X Y
Y X X Y         

ve  

 ( X, Y) Z ( , )C C C C CR R X Y Z  

    ,YX Y Y X X
C Z Z Z      

  
, YC C C C C C

C C C C C C C C

X Y Y X X
Z Z Z 

 
         

eşitlikleri elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Şimdi C T  ve C R  nin bileşenlerini bulalım. T  nin h
jiT  ve R  nin h

kjiR  bileşenleri, 

sırasıyla, 

,h h h
ji ji ijT     

h h h h t h t
kji k ji j ki kt ji jt kiR           

olmak üzere  nT M  deki indirgenmiş koordinatlara göre C T  nin 
A

CBT  bileşenleri 

    , , ,
h h h hh h h h
ji ji j i jiji ji ji jiT T T T T T T T       (3.35)  

olup diğerleri sıfır olarak bulunur. C R  nin 
A

DCBR bileşenleri de 

     , , , ,
h h h h hh h h h h
kji kji kji k ji k jikji kji kji kji kjiR R R R R R R R R R                                     (3.36) 

olup diğerleri sıfır olarak bulunur. 

  0
0 ( )nTf M   ve   1

0 ( )nTX M   için 
 C

X
f X f   olduğundan Teorem 3.2.2 

yazılabilir. 

Teorem 3.2.2:  0
0 nf M  ve  1

0 nX M  olmak üzere 

i. 0V

C V

X
f    

ii.  V

C C V
XX

f f     (3.37) 

iii.  C

C V V
XX

f f     

iv.  C

C C C
XX

f f     

eşitlikleri geçerlidir (Yano and Ishihara 1973). 
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İspat: X f Xf   ve m m
mm ffX X Xf    denklemlerinden yararlanarak, 

i.  0
0 nf M  ve  1

0 nX M  olmak üzere 

         V

C V V M C V
MX

f X f    
V m C V V m C V

m m
X f X f     

 
0

0

V m V m
m m

X f X f    

0  

elde edilir. 

ii.  0
0 nf M  ve  1

0 nX M  olmak üzere 

         V

C C V M C C
MX

f X f    

V m C C V m C C
m m

X f X f     


0

( ) ( )V m s V m s
m s sm

X y f X y f      

( )m s
sm

X y f    

s
m

m
sX f   

s
sX f   

 V Xf  

 V
X f   

elde edilir. 

iii.  0
0 nf M  ve  1

0 nX M  olmak üzere 

         ( )C

C V C V

X
f X f   

C M V
MX f   


0

C m V C m V
m m

X f X f     
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m
mX f   

m
mX f   

( )V Xf  

 V
X f   

elde edilir. 

iv.  0
0 nf M  ve  1

0 nX M  olmak üzere 

         C

C MC C

X M
C Xf f    

CC m C m
m m

Cf fX X    

(y ) (y ) (y )m s s m
m s s m

f fX X         

y (y )s m s m
m s s mf fX X        

y (y )s m s m
s m s mX Xf f      

y ( )s m
s mX f    

)(C Xf  

 X
C f   

elde edilir. 

Teorem 3.2.3: Her  1
0,X Y M için 

i. 0V

C V

X
Y           (3.38) 

ii.  C

C V V
XX

Y Y                                                                           

eşitlikleri geçerlidir (Yano and Ishihara 1973). 
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İspat: hX  ve hY , sırasıyla, M  de verilen ( )hx  lokal koordinatlarına göre X  ve Y  nin 

bileşenleri olsun. X  ve Y  nin ( )T M  de ( , y )h hx  indirgenmiş koordinatlarına göre 

bileşenleri, 

0V
hX

x

 
  
 

 ,  
0V

hY
y

 
  
 

 , 
h

C

h

x
X

x

 
  

 
 , 

h
C

h

y
Y

y

 
  

 
 

olmak üzere, 

 
i.  

V

C V

X
Y  nin ilk n  bileşeni 

( ) 0
hj i

jiX Y   

ve son n   bileşeni (3.34) eşitliklerinden 

( ) 0
hj h i

j ij
X Y Y     

şeklinde olup 0V

C V

X
Y   olarak bulunur. 

ii.  

V

C C

X
Y nin ilk n  bileşeni 

 ( ) 0
h hj h i i

ji j ij
X Y Y Y      

ve son n   bileşeni (3.34) eşitliklerinden 

 ( ) ( )
h hj h i i j h h i

ji j i j jij
X Y Y Y X Y Y            
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şeklinde olup,  C

C V V
XX

Y Y   eşitliği elde edilir. 

3.3. Tanjant Demette Afin Konneksiyonun Lie Türevi ve İnfinitesimal afin 

Dönüşümler 

 
M manifoldunda bir X  vektör alanı ve   afin konneksiyonu verilmiş olsun. X  vektör 

alanına göre   konneksiyonunun Lie türevi XL  ,  1
0,Y Z M  için 

     ,, ( ) ( )X X Y Y X X YL Y Z L Z L Z Z       (3.39) 

şeklinde tanımlı olup  1
2 M nin bir elemanıdır. 

Teorem 3.3.1:  , M manifoldunda bir afin konneksiyon olmak üzere  1
0X M 

için  

i. ( )V

C V
XX

L L     

ii. ( )C

C C
XX

L L     

eşitlikleri geçerlidir. 

İspat:  

i.  1
0, ,X Y Z M  için 

X,
( )( Y, Z) ( Z) ( Z) ZV V C C V V C

C C C C C C C C C

X X Y Y X Y
L L L  

 
        

      X,
( Z) ( Z) ZV C V

C C V C C
Y XX Y Y

L L       

       X,( Z) ( Z) ZV
X Y Y X YL L     

      ( )( , )V
XL Y Z   
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     ( )( , )V C C
XL Y Z   

elde edilir.   

ii.  1
0, ,X Y Z M  için 

X,
( )( Y, Z) ( Z) ( Z) ZC C C C C C C

C C C C C C C C C

X X Y Y X Y
L L L  

 
        

                             X,
( Z) ( Z) ZC C C

C C C C C
Y XX Y Y

L L        

                              X,( Z) ( Z) ZC
X Y Y X YL L      

                             ( )( , )C
XL Y Z   

                            ( )( , )C C C
XL Y Z   

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

  afin konneksiyonlu bir manifoldda eğer 0XL    ise X   bileşenleri ile verilen X  

vektör alanı infinitesimal afin dönüşüm olarak adlandırılır. 
  bileşenleri açısından 

X  vektör alanının infinitesimal afin dönüşüm olması için gerek ve yeter şart 

0X X X X X        
                         

eşitliğinin sağlanmasıdır. Burada X   lar X  in lokal bileşenleridir. 

M  manifoldunda k
ji  konneksiyon katsayılarına sahip bir   konneksiyonu ve ( )T M  

tanjant demetinde indirgenmiş koordinatlara göre 




h

h

X

X


 
 
  
 

 bileşenlerine sahip bir X  

vektör alanı verilmiş olsun. (3.34)’deki konneksiyon katsayıları kullanılarak, X  vektör 

alanının C  ile ( )T M  tanjant demetinde bir infinitesimal afin dönüşüm olduğu 

aşağıdaki eşitliklerden kolaylıkla görülür. 
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i.      ( ) 0
h k h h k kh k k h h

j i k ji ji k ji ki j jk i
k

X X X X X X                 

ii.    0
h h kk h

j ji jk
i k i
X X X          

iii.    0
h h kk h

i ji ki
j k j

X X X          

iv.  0
h

j i
X     

v.     ( ) ( )
h k k h hh h k k

j i k ji k ji ji k ji
k

X X X X X
   

               

        ( ) ( ) 0
k k k kh h h h

ki j ki j jk i jk iX X X X
 

             

vi.      ( ) 0
h k k k k kh h h h h

j k ji ji ki j jk jk
i k i i
X X X X X X

  

                   

vii.      ( ) 0
h k k k k kh h h h h

i k ji ji jk i ki ki
j k j j

X X X X X X
  

                   

viii.    0
h k kh h

ki jk
j i j i

X X X


            

3.4. Tanjant Demette Afin Konneksiyonun Yatay Liftleri 

M  manifoldunda bir   afin konneksiyonu verilmiş olsun. Yatay liftin (3.25) tanımı 

göz önüne alınırsa (3.38) eşitliklerinden,  1
0,X Y M  için 

i.    ( , )H

C H H
XX

Y R XY Y     

ii.    ( , )C

C H H
XX

Y R XY Y     

iii.    ( )( )H

C C C
XX

Y Y Y X       

eşitlikleri geçerlidir. Burada  ,R X Y , M de (1,1) tipli bir W  tensör alanı olmak 

üzere her  1
0Z M için (Z) R(Z, X) YW   olup R ,  nın eğrilik tensörüdür. 
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Ayrıca  1
0,X Y M  için 

i.  0V

C H

X
Y   

ii.  H

C V V
XX

Y Y    

eşitlikleri de sağlanır. 

3.5. Yarı-Tanjant Demet 

nM  ve mB  diferansiyellenebilir manifoldları, sırasıyla, n  ve m  boyutlu  C


 sınıfından 

manifoldlar ve  1, ,n mM B , 

 1 : n mM B    

submersionu ile tanımlanan diferansiyellenebilir bir demet olmak üzere bu demette 

kullanılan indisler , ,... 1, 2,...,i j n ; , ,...a b  1,..., n m ; , ,... 1,...,n m n      olacak 

şekilde ( , ) )( iax x x   lokal koordinat sistemini inceleyelim. Burada  koordinatları 

 baz manifoldunun lokal koordinatları,  ise, keyfi 1 : n mM B   demetinin fibre 

koordinatlarıdır. ' '( , )ax x  bu demetteki bir diğer lokal koordinatlar olmak üzere 

                                                         
 
 ''

, ,

,

a a bx x x x

x x x



 

  



                                             (3.48) 

dönüşümü yazılır. Bu dönüşüme karşılık gelen jakobi matrisi, 

  '0

a ai
b

j j
i A Ax

A
Ax 




 
   
         

 

ile tanımlıdır. 

x

mB ax
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 ( )mxT B , mB  baz manifoldunun    1( ( , )), a
nx x x x x M    şeklinde tanımlı bir x  

noktasındaki tanjant uzayı olsun. X  vektör alanının bileşenleri, ( )mxT B  tanjant 

uzayındaki { }  doğal çatısına göre,  X dx X   olmak üzere, nM  manifoldu 

üzerinde koordinatları ( , )) ( ,aIx x x x   olarak verilen ( )mt B  yarı-tanjant demeti elde 

edilir. Burada ( x = y , = ,m  1,..., )I n m   olarak alınmıştır (Duc 1979; 

Vishnevskii et al. 1985). 

mB  manifoldunda doğal demet yapısına ve : ( , ) ( ),ax x x x     şeklinde tanımlı 

(: )m mB Bt   izdüşümüne sahip olan ( )mt B  yarı-tanjant demetinin, eğer 

2 ,: ( , ) ( , )a ax x x x x     koordinatları ile 2 (: )m nB Mt   dönüşümü tanımlanacak 

olursa, o zaman nM  manifoldunda da bir demet yapısına sahip olduğu söylenebilir. 

Buradaki izdüşüm dönüşümleri arasında 1 2     eşitliği yazılabilir (Salimov ve 

Kadıoğlu 2000).  

Ayrıca   1 2,mt B    yarı-tanjant demeti karma demet Poor (1981) ya da step-like 

demeti belirtir (Ostianu 1974). 

nM  nin lokal koordinatlarının (3.48) deki dönüşüme göre, ( )mt B  yarı-tanjant demetinde 

belirttiği koordinat dönüşümü, 

                                                        

 
 ''

'
'

, ,

,

,

a a bx x x x

x x x

x
x x

x



 






 

 

 
 


  

                                             (3.49) 

şeklinde olup bu koordinat dönüşümüne karşılık gelen jakobi matrisi, 
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' '

'

'

'

'

0

0 0

0

I
J

a a
bA A

A A A

A y A




  






 
 

   
 
 

                                         (3.50) 

ile tanımlıdır. Burada 
'

'
2

( , ), ( , ), I, J .... 1,..., 2n, ;, b aa x
x x x J x x x AI

x x





  

 


  
 

 

şeklindedir (Salimov ve Kadıoğlu 2000). 

 (3.50) de belirtilen blok matrisinin asal köşegeni üzerinde yer alan her matris için  

 '( ) 0a
bDet A   ,  '( ) 0Det A

   

eşitlikleri geçerli olduğundan 0DetA   olur. (3.49) verilen dönüşümünün tersi 

 

 
 

' '

'

'
'

, ,

,

,

a bax x x x

x x x

x
x y

x



 































  (3.51) 

şeklinde tanımlı olup (3.51) dönüşümüne karşılık gelen Jakobi matrisi 

 
' '

'
'

' '

J'

'

0

0 0

0

a a
b

I

A A

A A

A y A





  
  

 
 

  
 
 

  (3.52) 

şeklindedir.  

 Yarı-tanjant demette boyut dim ( )mBt n m   olarak verilir (Duc 1979; Vishnevskii et al. 

1985). Ayrıca özel olarak n m  alınırsa ( )mt B  yarı-tanjant demeti, ( )nT M   tanjant 

demetine dönüşür (Salimov ve Kadıoğlu 2000). 
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 mF B , mB  manifoldundaki C


 sınıfından gerçel değerli fonksiyonların modülü  

olmak üzere, mB  manifoldundaki  ,p q  tipli tüm tensör alanlarının  mF B  üzerindeki 

modülü  
, 0

( )m m
p
qp q

B B



    olarak gösterilir. Benzer şekilde,  nF M , nM  

manifoldundaki  C


 sınıfından gerçel değerli fonksiyonların modülü olmak üzere, nM  

manifoldundaki  ,p q  tipli tüm tensör alanlarının  nF M  üzerindeki modülü 

, 0
( ) ( )p

n q np q
M M




    olarak gösterilir. 

3.5.1. Yarı-Tanjant Demette Fonksiyonun Dikey Lifti 

(: )m mB Bt   ve 1
v f f    dönüşümleri ile tanımlanan f  fonksiyonunun dikey lifti 

( )mt B  yarı-tanjant demeti üzerinde, 

 

                                       2 1 2
vv vf f f f                                                (3.53) 

şeklindedir. Buradan, 

( ,, ) ( )vv af x x x f x    

elde edilir. Böylece vv f  değeri, (: )m mB Bt   izdüşümündeki her bir fibre boyunca 

sabit olup vv f  ye f  fonksiyonunun dikey lifti denir (Ay 2013). 

3.5.2. Yarı-Tanjant Demette Vektör Alanının Dikey Lifti 

  0
1

nX M , ( )X X x 
   izdüşümüyle verilen,   ( , ) ( )

a a
aX X x x X x  

     

şeklindeki bir izdüşümlü vektör alanı (Vishnevskii 2002) olmak üzere X  izdüşümlü 

vektör alanının yarı-tanjant demete dikey lifti, 
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0

0
vv

X

X 

 
   
 
 

 

ile tanımlanır. Burada (3.50) matrisi yardımıyla,  ( ') )(
vv vv

X A X  olup elde edilen 
vv

X  

vektör alanına ( )mt B  yarı-tanjant demetinde X  izdüşümlü vektör alanının dikey lifti 

denir (Vishnevskii et al. 1985). 

Teorem 3.5.2.1  0
0 nf M  ve  1

0, nMX Y   olmak üzere 

i. 0vv vvX f   

ii.  vv vv vvX Y X Y     

iii.  vv vv vvfX f X   

eşitlikleri geçerlidir (Ay 2013). 

İspat:  

i.  0
0 nf M  ve  1

0, nMX Y   olmak üzere 

         vv vv vv I vv
IfX X f   

  
0 0

0

vv vv vv vv vv va
a

vX X Xf f f 
       

0  

elde edilir. 

ii  0
0 nf M  ve  1

0, nMX Y   olmak üzere 
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0

0vv X Y

X Y 

 
    
  

 

0 0

0 0

X Y 

   
       
   
   

 

vv vvX Y   

elde edilir. 

iii.  0
0 nf M  ve  1

0, nMX Y   olmak üzere 

               vv vv I

IfX fX   

     
0 0

vv vv vva

afX fX fX 

 
       

 fX
  

fX   

vv vvf X  

elde edilir. 

3.5.3. Yarı-Tanjant Demette Kovektör Alanının Dikey Lifti 

 ,   lokal bileşenlerine sahip ve koordinatlarla ifadesi dx   şeklinde olan mB  

üzerindeki 1-form olmak üzere   1-formunun, indirgenmiş koordinatlara göre dikey 

lifti, 

                                                       ,  0 0,vv
                                                     (3.54) 
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ile tanımlanır. Burada (3.50) eşitliğinden, ( ) ( ')vv vvA   olup elde edilen bu kovektör 

alanına ( )mt B  yarı-tanjant demetinde  , 1-formunun dikey lifti denir ve vv  ile 

gösterilir (Vishnevskii et al. 1985). 

Teorem 3.5.3.1  0
0 nf M  ,  1

0 nX M  ve  0
1 nM  olmak üzere 

i.  vv vv vv       

ii.  vv vv vvf f   

iii.   0vv vv X   

eşitlikleri geçerlidir (Ay 2013). 

İspat:  

i.  0
0 nf M  ,  1

0 nX M  ve  0
1 nM  olmak üzere 

           0, ,0vv
        

   0, ,0 0, ,0     

vv vv    

elde edilir. 

ii.  0
0 nf M  ,  1

0 nX M  ve  0
1 nM  olmak üzere 

              vv vv I

I
f f dx   

     
0 0

a

a

vv vv vvf dx f dx f dx
 

    
 

 

 f


  

f   

vv vvf   
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elde edilir. 

iii.  0
0 nf M  ,  1

0 nX M  ve  0
1 nM  olmak üzere 

         vv vv v I
I

v vvX X   

  0 00 0

vvvv vv vv vv vva
a X X X 

       

0  

elde edilir. 

3.5.4. Yarı-Tanjant Demette Fonksiyonun Tam Lifti 

,( )af x x , mB  üzerinde bir fonksiyon olmak üzere ( )mt B  yarı-tanjant demetinde f  

fonksiyonunun tam lifti, 

  cc f df x f y f 
       

ile tanımlanır (Salimov ve Kadıoğlu 2000). 

3.5.5. Yarı-Tanjant Demette Vektör Alanının Tam Lifti 

  0
1

nX M , ( )X X x 
   olmak üzere   ( , ) ( )

a a
aX X x x X x  

     şeklindeki 

bir izdüşümlü vektör alanının indirgenmiş koordinatlara göre ( )mt B  yarı-tanjant 

demetine tam lifti (Vishnevskii 2002) 

   


cc c

a

c

X

X X X

y X

 

 


 
 

   
  
 

  (3.55) 
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bileşenlerine sahiptir. Burada (3.50) eşitliğinden,  ( ') )(
cc cc

X A X  elde edilir 

(Vishnevskii et al. 1985). 

Teorem 3.5.5.1  0
0 nf M  ve  1

0, nMX Y   olmak üzere 

i.  v vvccv f fX X  

ii.  vc vc vv f fX X   

iii.  cc cc ccf fX X   

iv.  cc cc ccX Y X Y   

v.  cc cc vv cc vvf f fX X X   

eşitlikleri yazılır (Ay 2013). 

İspat: 

i.  0
0 nf M  ve  1

0 nX M  olmak üzere 

           vv vvcc I cc
I fX Xf    

 
0 0

vv vva cc cc v cc
a

vX X Xf f f 
       

( )X y f



 




    

X f
   

 vv fX  

elde edilir. 

ii.  0
0 nf M  ve  1

0 nX M  olmak üzere 

           cc vv cc I vv
IfX X f   
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0 0

cc a vv cc vv cc vv
aX Xf Xf f 

       

fX 
   

 vv fX  

elde edilir. 

iii.  0
0 nf M  ve  1

0 nX M  olmak üzere 

           cc cc cc I cc
IfX X f   


0

cc a cc cc cc cc cc
a Xf X fX f 

       

( ) ( )s
sX y f y X y f




   
  



        

( ) s
sy X f y X f  

         

( ( ) ( ) )y X f X f  
          

( )y X f 
     

( )y Xf
   

 cc fX  

elde edilir. 

iv.  0
0 nf M  ve  1

0, nMX Y   olmak üzere 

        
 

a a

cc

X Y

X Y X Y

y X Y

 

  


  
   

    

 

a aX Y

X Y

y X y Y

 

   
 

   
   

    
       

 

cc ccX Y   
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elde edilir. 

v.  0
0 nf M  ve  1

0 nX M  olmak üzere 

              Icc cc
IX fXf    

     acc cc cc
aX X Xf f f

 
        

     a

afX fX y fX
 

          

 ( )a
afX fX y f X y f X    

              

( ) ( )a
ay f X f X X y X    

              

cc vv cc vvXf X f   

elde edilir. 

3.5.6. Yarı-Tanjant Demette Kovektör Alanının Tam Lifti 

 , koordinatlarla ifadesi dx   ile tanımlı mB  üzerinde 1-form olmak üzere   1-

formunun tam lifti, 

                                                       y , 0,cc 
                                          (3.56)      

ile tanımlanır. Burada (3.50) eşitliğinden, ( ) ( ')cc ccA   olup elde edilen bu kovektör 

alanına ( )mt B  yarı-tanjant demetinde   1-formunun tam lifti denir ve  cc  ile gösterilir. 

Teorem 3.5.6.1  0
1 nM  ve  1

0 nX M  olmak üzere 

i.  ( )vv cc vvX X    

ii.  ( )cc vv vvX X   

iii.  ( )cc cc ccX X   
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eşitlikleri geçerlidir (Ay 2013). 

İspat: 

i.  

           vv cc v
I

v cc IX X   

 
0 0

cc ccvv a
a

vv cc vvX X X
 

      

X 
  

 X  

 vv X  

ii. 

           cc vv c
I

c vv IX X   

 
0 0

cc vv a cc vv cc vv
a X X X

 
      

X 
  

 X  

 vv X  

iii.  

           cc cc c
I

c cc IX X   


0

cccc a cc cc cc cc
a X X X

 
      

( ) ( )y X y X  
  

      

(( ) )y X y X 
 

 
       

( )y X 
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 ( )cc X  

Teorem 3.5.6.2  0
1, nM    ve  0

0 nf M  olmak üzere 

i.  cc cc cc        

ii.  cc cc vv vv ccf f f     

eşitlikleri geçerlidir (Ay 2013). 

İspat:  

i.  0
1, nM    olmak üzere 

           0, ( ),cc y
               

   0, , 0, ,y y 
             

cc cc    

elde edilir. 

ii.  0
1 nM  ve  0

0 nf M  olmak üzere 

              cc cc I

I
f f dx   

     
0

cc a cc cc

a
f dx f dx f dx 

 
    


 

   y f dx f dx  
  

     

   y f dx y f dx f dx    
            

   y f dx f y dx dx    
            

cc vv vv ccf f    

elde edilir. 
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Teorem 3.5.6.3 Keyfi  1
0, nMX Y    olmak üzere 

i. , 0vv vvX Y      

ii.  , , ,cc vv vv cc vvX Y X Y X Y         

eşitlikleri geçerlidir (Ay 2013). 

İspat: 

0 0

0 , 0vv vvX Y

X Y 

   
       
   
   

 ve  , ,I a    olmak üzere  

i.  

     
0 0

,
bvv vv vv I vv b vv I vv b

I IX Y X Y Y X        

0  

    
0 0

,vv vv vv I vv vv I vv
I IX Y X Y Y X

          

0  

   ,vv vv vv I vv vv I vv
I IX Y X Y Y X

          

  
0 0

0

vv a vv vv
aX Y X Y X Y    

        

      
0 0

0

vv a vv vv
aY X Y X Y X    

        

0  

olup buradan  

 

0

, 0

0

vv vvX Y
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eşitliği elde edilir. 

ii.    

    
0

,
bcc vv cc I vv b vv I cc b

I IX Y X Y Y X        

  
0 0

0

vv a b vv b vv b
aY X Y X Y X 

         

0  

   
0

,cc vv cc I vv vv I cc
I IX Y X Y Y X

          

  
0 0

0

vv a vv vv
aY X Y X Y X    

         

0  

    ,cc vv cc I vv vv I cc
I IX Y X Y Y X

          

 
0 0

cc a cc cc
aX Y X Y X Y    

        

 
0 0

( ) ( ) ( )vv a vv vv
aY y X Y y X Y y X




       
   



          

X Y Y X   
      

 ,X Y
  

eşitlikleri elde edilir. Buradan  

 

 
 

0

, 0 ,

,

cc vv vvX Y X Y

X Y


 
 

     
  
 

  

 
olur. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA 

4.1. Tanjant Demetin Pull-Back Demeti 

Bu bölümde yarı-tanjant ve pull-back demeti tanımlanarak, yarı-tanjant demetin bir 

pull-back demeti olduğu belirtilmiştir. Ayrıca, güzel kare dönüşümünün tanımı 

yapılarak, yarı-tanjant demetin güzel kare dönüşümüne somut bir örnek olduğu 

gösterilmektedir. 

    1 ,( ) ,a
nx mB x x xx MT x     , x  noktasındaki tanjant uzayı ve  mT B  tanjant 

demetinin fibre koordinatları x y   olmak üzere  , ..., 1,..., 2n n     kabul edilir. 

nM  manifoldunda , ( x y  , = , 1,.. . , )m I n m     şeklinde 

lokal koordinatlara sahip  mt B  yarı-tanjant demeti elde edilir. 

 mt B yarı-tanjant demeti,  üzerinde doğal demet yapısına ve  

şeklinde tanımlı  : t m mB B   izdüşüm dönüşümüne sahiptir. Eğer 

 ile,  2 : m nt B M   dönüşümü tanımlanacak olursa;  mt B , 

 üzerinde de bir demet yapısına sahip olur. Buradaki izdüşüm dönüşümleri arasında 

 eşitliği yazılabilir (Salimov ve Kadıoğlu 2000). 

Ayrıca   1 2,mt B    yarı-tanjant demeti karma demet (Poor 1981) ya da step-like 

demeti belirtir (Ostianu 1974). 

 diferansiyellenebilir bir dönüşüm ve  fibre demeti olsun. 

İndirgenmiş demet veya Whitney çarpımı olarak da bilinen pull-back demeti  

 

( , )) ( ,aIx x x x  

mB : ( , ) ( ),ax x x x   

2 ,: ( , ) ( , )a ax x x x x   

nM

1 2   

: 'f B B :E B 

 * ( , ) ( ) ( )' ' ' 'f E b B E fe b Ee B    
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total uzayı ile verilir (Steenrod 1951; Lawson and Michelsohn 1989; Husemoller 1994). 

Pull-back demetinde *' : 'f E B   izdüşümü ilk değişken olan  ',b e  üzerine izdüşüm 

şeklindedir, yani  ', '' b e b   eşitliği bulunur. Pull-back demet veya Whitney 

çarpımının daha yüksek mertebeden durumlara genellemeleri “Pontryagin demetleri” 

olarak bilinir (Pontryagin 1962). Pull-back demetin ve   2,mt B   yarı-tanjant demetin 

yukarıda yer alan tanımlarından; yarı-tanjant demetin,  manifoldu üzerinde tanımlı 

tanjant demetin  izdüşüm dönüşümü yardımıyla oluşturulmuş bir pull-back demeti 

olduğu sonucuna varılır (Salimov ve Kadıoğlu 2000). 

 
Eğer, 

 

A B

C D



 




 


  

şeklinde tanımlı bir diagram aşağıdaki şartları sağlıyor ise bu dönüşüm güzel kare (good 

square) belirtir: 

i.   ve   fibre demetlerdir (vektör demetleri olması gerekmez), 

ii.   ve   vektör demetleridir, 

iii. Dönüşümler arasında       eşitliği geçerlidir, 

iv. Lokal koordinatlarla ifadesi ise 

A B

C D



 




 


          

n r s t n s

n r n

U R G R U G

U R U

 










          

 

 

( , , , ) ,

( , )

i a i

i a i

x a g b x g

x a x

  

 



  

şeklindedir. Burada G  bir manifold belirtmektedir (Etayo 1991).  

Yukarıdaki tanımdan aşağıdaki sonuç elde edilir: 

mB

1
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Sonuç 4.1.1. (: )m mB Bt   yarı-tanjant demet ve 1 : mnM B   keyfi bir fibre demet 

olmak üzere aşağıdaki diagram güzel kare belirtir: 

2

1

( )

( )

m n
id

m m

t

t

B M

B B








 


                  

2

1

( )

( )

n n
id

n

m

m m

x

x

M B M

M B B

T

T














                

 

 

2

1

( , , ) ,

( , , )

a a

id

a

x x x x x

x x x x


  



  





 



  

Yarı-tanjant demetlerde lineer konneksiyonlar ve onların bazı özellikleri (Eğrilik, 

burulma tensörleri ile lie türevleri) Vishnevskii (2002) ve Vishnevskii et al. (1985) de 

çalışılmıştır. Bu çalışmada ise, (Vishnevskii 2002) tarafından daha önce başlatılan mB  

baz manifoldundan  2( ), mt B   yarı-tanjant (pull-back) demetine izdüşümlü lineer 

konneksiyonun tam liftleri araştırılacaktır. 

4.2. İzdüşümlü Lineer Konneksiyonun Tam Liftleri 

Bu bölümde daha önce Vishnevskii tarafından başlatılan yarı-tanjant (pull-back) demete 

izdüşümlü lineer konneksiyonların tam liftleri ile ilgili katsayılar hesaplanarak, çeşitli 

lift problemleri ele alınmaktadır.  

f , mB  üzerinde tanımlı bir fonksiyon olsun. ( )mt B  yarı-tanjant demeti üzerinde, f  

fonksiyonunun dikey lifti, 1
v f f    ve (: )m mB Bt   dönüşümleri kullanılarak 

                                             2 1 2
vv vf f f f                                             

şeklinde elde edilir. Buradan 

                                                      ( ,, ) ( )vv af x x x f x                                            (4.1) 

bulunur. Böylece vv f  dikey liftinin (: )m mB Bt   izdüşümünün her bir fibresi 

boyunca sabit olduğu söylenebilir (Ay 2013). 
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nM  manifoldunda tanımlı ( , )af f x x  fonksiyonunun ( )mt B  yarı-tanjant demetine 

cc f  tam lifti, 

 ( )cc f ı df x f y f 
         (4.2)  

şeklinde tanımlıdır (Salimov and Kadıoğlu 2000). 

X X 
   bileşenleri ile verilen 1

0( )mX B  vektör alanının indirgenmiş 

koordinatlara göre ( )mt B  yarı-tanjant demetine dikey lifti,  

  
0

0vv vvX X

X





 
    
 
 

                                   (4.3) 

bileşenlerine sahiptir. Burada (3.50) ve (4.3) eşitliklerinden ' ( )vv vv AX X  elde edilir 

(Ay 2013). 

Keyfi 1
1( )mF B  afinoru için (3.50) matrisinden (' )AF F   eşitliği sağlanır. Burada 

F ,   indirgenmiş koordinat sisteminde 

  
0

0F F

y F



 


 
 
    
 
 

          (4.4)   

şeklindeki bileşenlere sahip olup bir vektör alanı belirtir. 

  ( , ) ( )
a a

aX X x x X x  
     ile tanımlı bir   0

1
nX M  izdüşümlü vektör alanının 

indirgenmiş koordinatlara göre ( )mt B  yarı-tanjant demetine tam lifti,  
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cc c

a

c

X

X X X

y X

 

 


 
 

   
  
 

     (4.5)  

bileşenlerine sahip vektör alanı belirtir (Vishnevskii 2002). Burada ( )X X x 
   

şeklinde tanımlı bir vektör alanıdır. (3.50) ve (4.5) eşitliklerinden  ( ') )(
cc cc

X A X  elde 

edilir (Vishnevskii 2002; Vishnevskii et al. 1985). 

Teorem 4.2.1:  1 ( )o
mX B  ve 0

1 ( )mY B  izdüşümleri ile tanımlı   1
0, ( )nX Y M  

izdüşümlü vektör alanları olsun. Lie parantezi için 

    [ ] ], ,[cc cc ccX Y X Y  , ( 



 cc

c

X

cc

X

cY YL L ) 

eşitliği geçerlidir. 

İspat: Keyfi   1
0, ( )nX Y M  izdüşümlü vektör alanları için 

 

 

 

[ ,

,

,

]

[ ]

[ ]

cc cc b

cc cc

cc cc

X Y

X Y

X Y





 
 
 
  
 

, ( )mt B  yarı-

tanjant demette tanımlı  [ ],cc cc JX Y  nin bileşenleri olmak üzere ( , , )bx x x   indirgenmiş 

koordinatlarına göre  

      , ( ( ([ ] ( ) ) ))cc cc J cc cI Jc cc ccI J
I IX Y X Y Y X     

eşitliği yazılabilir. Burada (4.5) kullanılarak, J b  için 

           , ( ( ([ ] ( ) ) ))cc cc b cc cI bc cc ccI b
I IX Y X Y Y X    

     
0 0

( ) )( (( ) ( ) )()cc cc cc cc b cc cc ba b
aX Y X Y X Y 

         

         
0 0

( ( ) () ) )( ) ( ( )cc cc b cc cc b cca
a

cc bY X Y X Y X 
         



84 
 

 

( ) )( ( )) (cc cc b cc cc bX Y Y X 
     

 b b
X Y Y X 

     

,[ ]
b

X Y  

olur. J   için, (4.5)’den 

          [ ] ( ) ) ), ( ( ( )cc cc cc cc cc ccI I
I IX Y X Y Y X     

     
0 0

( ( (( ) ) ( ) ) ( ) )cc cc cc cc cc cca
aX Y X Y X Y    

         

         
0 0

( ( ) ( ( ) ( ( )) ) )cc cc ca c cc cc c
a

cY X Y X Y X    
         

   ( ) ) ( ()( )cc cc cc ccX Y Y X   
     

X Y Y X   
     

[ , ]X Y   

elde edilir. Son olarak J   için, (4.5)’den  

          [ ] ( ) ) ), ( ( ( )cc cc cc cc cc ccI I
I IX Y X Y Y X     

     
0

( ) ) ( ) )( )( ( ) (cc cc cc cc cc cca
aX Y X Y X Y    

       

         
0

( ( ) ( ( ) )) ) ( ) (cc cc cc cc cc cca
aY X Y X Y X    

        

( )X y Y y X y Y



      
   



       

    ( )Y y X y Y y X



      
   



        

  y X Y y X Y     
         

      y Y X y Y X     
          

                       [ , ]y X Y


   

elde edilir. ],[cc X Y  nin ( )mt B  deki ( , , )bx x x   koordinatlarına göre bileşenleri 
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[ ]

[ ] [ ]

[ ]

,

, ,

,

b

cc

X Y

X Y X Y

y X Y



 


 
 
 
 

 
 

  

şeklinde olup    [ ] ], ,[cc cc ccX Y X Y  eşitliği gösterilmiş olur. 

Teorem 4.2.2:  1
0 ( )nX M izdüşümlü vektör alanı ve keyfi 1

1( )mF B  için 

   [ ],cc
XX F L F    

eşitliği geçerlidir. Burada XL , X  e göre Lie türev operatörüdür. 

İspat: Keyfi  1
0 ( )nX M  izdüşümlü vektör alanı ve 1

1( )mF B  için ( , , )bx x x   

koordinatlarına göre ( )mt B  üzerinde tanımlı ,[ ]cc JX F  in bileşenleri 







[ ]

[

]

,

,

]

[

,

cc b

cc

cc

X F

X F

X F











 
 
 
  
 

 olmak 

üzere 

   , ( ( ( )[ ] ( ) ) )I J I J
I I

cc J cc ccX F X F F X       

eşitliği yazılır. Burada (4.4) ve (4.5)  kullanılarak, J b  için 

       , ( ( ( )[ ] ( ) ) )I b I b
I I

cc b cc ccX F X F F X      









0 0 0

( ) ) ( )( ( ( )() )cc cc b cca bb
aX F X F X F 

         

    
  

0 0 0

( ( ) ( ( ) ( ( )) ) )a cc b cc b c
a

c bF X F X F X 
           

0  

elde edilir. J   için, (4.4) ve (4.5) kullanılarak 
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       , ( ( ( )[ ] ( ) ) )I I
I

c cc c
I

c cX F X F F X       
  

0 0 0

( (( ) ) ( ) ) ( ) )(a
a

cc cc ccX F X F X F
 

            

    
  

0 0 0

( ( ) ( ( ) ( ( )) ) )cc cc cca
aF X F X F X 

 
            

                       0  

elde edilir. Son olarak, J   için (4.4) ve (4.5) kullanılarak 

  , ( ( ( )[ ] ( ) ) )I I
I

c cc c
I

c cX F X F F X       

  


0

( ) ) ( ) ) ( )( (cc cc
a

ca cX F X F X y F



     
 



       

    
  

0 0

) )( ( ) ( ( ) ( ( ))ca
a

c cc

y F y X

ccF X F X F X
   

 

  
 

  


         

X y F y X F y F y X



         
     



        

X y F y X F y F X        
            

 y X F X F X F      
           

 Xy L F



  

  bulunur.  XL F  nin ( )mt B  deki ( , , )bx x x   koordinatlarına göre bileşenleri 

  
 

0

0X

X

L F

y L F





 
 

 
  
 

  

şeklinde olup   [ ],cc
XX F L F   eşitliği gösterilmiş olur. 

:p Y M  fibreli manifold olmak üzere eğer M üzerindeki klasik lineer konneksiyon 

  ye p  ilişkili olan Y  üzerinde tanımlı   klasik konneksiyonu varsa,   

konneksiyonuna p  ye göre izdüşümlü konneksiyon denir (Wlodzimierz and Tomáš  
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2009; Bednarska 2013). mB  baz manifoldu üzerinde tanımlı T( )mB  tanjant demetinde, 

  konneksiyonu mB  üzerindeki klasik lineer konneksiyonu tanımlar (Mikulski 2007).  

  1
0, ( )nX Y M  ve 1

0, ( )mX Y B  vektör alanları için Tp X X p   ve Tp Y Y p   

olmak üzere  

 
  XX

p pYT Y      

eşitliği bulunmaktadır. Keyfi 1
0, ( )mX Y B  için  

  ( , ) ,X YYT X Y X YX     

olmaktadır. Yukarıdaki tanımdan  , ( 1 :: n mM Bp   ) mB  üzerinde izdüşümlü lineer 

konneksiyon belirtir.  

( )mt B  yarı-tanjant demette keyfi   1
0, ( )nX Y M  izdüşümlü vektör alanları için 

 
  cc

cccc cc

X XY Y    (4.6)  

eşitliğini sağlayan cc  izdüşümlü lineer konneksiyonu bulunabilir (Vishnevskii 2002; 

Vishnevskii et al. 1985). Burada (3.50) eşitliğini sağlayan konneksiyon katsayıları lokal 

koordinatlar yardımıyla hesaplanabilir. 
  lar mB  baz manifoldundaki ( )x  lokal 

koordinatlarına göre  konneksiyonun katsayılarını ve cc J
I K  lar ise ( )mt B  yarı-tanjant 

demetteki ( , , )ax x x   indirgenmiş koordinatlarına göre cc  izdüşümlü lineer 

konneksiyonun katsayılarını belirtmektedir. 
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nM  üzerindeki ( , )ax x  lokal koordinatlarına göre, sırasıyla, 
I

X  ve 
J

Y  bileşenlerine 

sahip  1
0 ( )nX M  ve  1

0 ( )nY M  izdüşümlü vektör alanlarının ( )mt B  yarı-tanjant 

demetine cc X  ve cc Y  tam liftleri ( , , )ax x x   indirgenmiş koordinatlara göre 

 


:

a

cc

X

X X

y X



 


 
 
 
  
 

, 


:

a

cc

Y

Y Y

y Y



 


 
 
 
  
 

      

bileşenlerine sahiptir. ( )mt B  yarı-tanjant demette ( , , )bx x x   indirgenmiş koordinatlara 

göre  cc cc
II

I J I JX Y X Y  eşitliği  

 

 

 

  ( )

I b
a b

I

I

cccc cc
I

a
cccc cc

I

cccc cc
I

X Y X Y

X Y X Y

y X YX Y

  

  





 
  
    
     

 

 
 



  

bileşenleri ile ifade edilir. Burada (3.50) eşitliğini sağlayan konneksiyon katsayıları 

0,

,

0,

,

0,

,

cc cc cc cc cc cc cc cc

cc

cc cc c

b b b b b b b b
a c a

c cc cc cc cc cc

cc

cc cc cc cc cc cc

c

a c c

b b

a c a a c c

a c a a

c

c

c

c

c

        

   

       
        

 
   

     
    

 
  



               

  

               

  

           

  

 ,

.cc

y  
   

 
  

















  

  

         (4.7)  

şeklindedir. (3.50), (3.52) ve (4.7) kullanılarak 

 ' '
' '

'
'

'
' ' ' '

cc J I K ccJ J L
I

J J cc
J I K J LK I K I KA A A A A      



89 
 

 

konneksiyon dönüşüm kuralının sağlandığı görülür. Burada ( , , )I a   , ( , , )J b   , 

( , , )K c   , ( , , )L d    ile tanımlıdır ( Vishnevskii 2002) 

İspat: (3.50) ve (3.52) eşitlikleri dikkate alınarak '
' '

cc 
   bileşeni 

      
'

' '

' ' ' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ''

0y

cc cc cc cc cc

y

A A A A A A A A A
   

     

             
                 

   

           

       

' ' ' '
' ' ' '' '

' ' ' '
' ' ' ' ''

y A A A A y

A A A y A A y A A y

       
        

            
              

    

       
 

 

       ' ' '
' ' ' ' ' 'A A A y y y        

                    

       ' '
' ' 'y 

      

biçimindedir. Buradan cc y  
         bulunur. '

' 'I
c Jc

K  katsayılarının diğer 

bileşenleri de benzer yolla bulunabilir. 

(3.50) ve (3.52) eşitlikleri yardımıyla (4.7)’deki J
I K  bileşenleri yarı-tanjant demette 

izdüşümlü lineer konneksiyonu tanımlar. Bu izdüşümlü lineer konneksiyon,   

izdüşümlü lineer konneksiyonun ( )mt B  yarı-tanjant demete tam lifti olup cc  ile 

gösterilir.   

Teorem 4.2.3. Eğer T  ve R , sırasıyla,   nın burulma ve eğrilik tensörleri ise, ccT  ve 

ccR  de, sırasıyla, cc  nin burulma ve eğrilik tensörleridir. 

İspat : Keyfi    1
0, , ( )nX Y Z M  izdüşümlü vektör alanları için, (4.6) ve Teorem 4.2.1. 

kullanılarak 

      , ,
cccc ccccT X Y T X Y  

           



   ,

cc

X Y
Y X X Y        
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  ,cc cc

cc cc cc cccc cc

X Y
Y X X Y    

     

        , ,
cccc cc ccccR X Y Z R X Y Z  

       


 


 
 ,

cc

X Y Y X X Y
Z Z Z  

        

 

                               


 


 


,
cc cc cc cc cc cc

cc cc cccc cc cc cc cc

X Y Y X YX
Z Z Z 

  

       

eşitlikleri elde edilir. Böylece Teorem 4.2.3 ispatlanmış olur. 

T  burulma tensörünün lokal koordinatları T 
  ve R  eğrilik tensörünün lokal 

koordinatları R 
   olmak üzere  

 T 
  

    

 R 
     

     
                  

eşitlikleri bulunmaktadır. Bu eşitlikler yardımıyla ( )mt B  yarı-tanjant demette 

indirgenmiş koordinatlara göre cc  nın ccT  burulma tensörünün  
J

I KT  bileşenleri, 

 











b bT T

T T

T T

T y T

T T

  
 

  

 
  

  
  

 
  

 

 








 



   (4.8)  

şeklinde tanımlı olup diğer tüm bileşenler sıfıra eşitttir.  

Aynı şekilde cc  nın ccR  eğrilik tensörünün 
J

I K LR  bileşenleri, 



91 
 

 

 













b bR R

R R

R y R

R R

R R

R R

    
 

     

  
      

 
     

 
     

 
     

 

 

 







 

 

  

şeklinde tanımlı olup diğer bileşenler sıfır olur. Burada ( , , )I a   , ( , , )J b   , 

( , , )K c    ve ( , , )L d    olarak tanımlıdır. 

4.3. Vektör Alanlarının Yatay Liftleri 

Bu bölümde yarı-tanjant demette izdüşümlü lineer konneksiyonlar ile ilgili çeşitli lift 

problemleri ve yarı-tanjant demette infinitesimal lineer dönüşümler incelenmektedir. 

 

1
1 ( )mF B   afinoru için (3.50) kullanılarak ( ) ' ( )F A F   eşitliğinin sağlandığı 

gösterilebilir. ( , , )ax x x   indirgenmiş koordinatlarına göre F ,  

 

0

( ) 0IF F

y F 


 
 
    
 
 

  (4.9)               

şeklindeki bileşenlere sahiptir. 

 1
0 ( )nX M , nM  üzerindeki izdüşümlü bir vektör alanı olsun. X  izdüşümlü vektör 

alanının HH
X  yatay lifti ( )nt M  üzerinde  

   ( )
HH cc

X X X    (4.10) 
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ile tanımlıdır. Burada  , mB  diferansiyellenebilir manifoldunda izdüşümlü simetrik 

lineer konneksiyondur. 
cc

X  ve ( )X  vektör alanlarının, ( )mt B  yarı-tanjant demetteki 

( , , )ax x x   lokal koordinatlarına göre bileşenleri, sırasıyla, 

   


cc cc

a

I
X

X X X

y X



 


 
 

  
  
 

,   
0

( ) ( ) 0I

y

X X

X 


 
 
     
  

  

şeklindedir. Burada X 
 , X   nin kovaryant türevi olup 

 )( X X X   
          

şeklinde tanımlıdır. Böylece X  izdüşümlü vektör alanının HH
X  yatay lifti ( )mt B  yarı-

tanjant demetteki ( , , )ax x x   lokal koordinatlarına göre 

  


HH

a

IHH

X

X X X

X



 


 
 

   
  
 

     (4.11)  

bileşenlerine sahiptir. Burada y  
      ile tanımlıdır. 

Teorem 4.3.1.: 1
0( )mX B  ve 0

0( )mf B  için 

i.  0vv

vv

X

cc f  ,                                    

ii.  vv

cc
XX

vvcc f f   

eşitlikleri elde edilir. 
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İspat: i. 1
0( )mX B  ve 0

0( )mf B  için (4.1) ve (4.3) kullanılarak  

       vv

vv vv Icc cc vv
IX

f X f   
cc ccvv a vv vv vv vv v

a
vccX f X f X f 

       

  
0

0 0
a

vv a vv vvX f X f X f 
     

0  

elde edilir. 

ii. 1
0( )mX B  ve 0

0( )mf B  için (4.2) ve (4.3) kullanılarak 

        vv

cc

X

cc vv ccf X f  
cvv I

I
cX f  

vv a vvcc cc cc
a

vvX f X f X f
 

      

  
0 0

ccvv a vv vvcc
a

X

ccX f X f X f


 
       

fX X fXy f  
 


        

 vv
Xf  

 vv

X f   

elde edilir. 

Teorem 4.3.2: X , nM  manifoldu üzerinde izdüşümlü vektör alanı ve 0
0( )mf B  

olmak üzere 

i.    cc

vv

XX

vvcc f f  ,                                    

ii.   cc

cc

XX

cccc f f   

eşitlikleri elde edilir. 

İspat: i. 0
0( )mf B ve X , 1

0( )mX B  izdüşümü ile tanımlı nM  üzerindeki 

izdüşümlü vektör alanı olmak üzere (4.1) ve (4.5) kullanılarak 
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cc

cccc vv vvIvv cc
IX

f f X fX    

  acc ccvv vv vv
a

ccX f X f X f


 


      


 

0 0

a

a
X f X f y X f 

  
       

X f
   

 vv
X f  

 X

vv
f   

elde edilir. 

ii. 0
0( )mf B ve X , 1

0 ( )mX B  izdüşümü ile tanımlı nM  üzerindeki izdüşümlü 

vektör alanı olmak üzere (4.2) ve (4.5) kullanılarak 

       
   

cc

cccc cc ccIcc cc
IX

f f X fX    

  acc cccc cc cc
a

ccX f X f X f


 


      

      a

a
X Xy f y f y X y f    

    
         

    a

a
X Xy f y f y X y f    

    
         

( )a

a
y f y X fX X   

 


         

  ( )a

a
X Xy f y X f  

 


         

( )Xy f


     

 cc
X f  

 X

cc
f   

elde edilir. 
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Teorem 4.3.3: 1
0, ( )mX Y B   için 

 0vv

vv

X

cc Y    

eşitliği geçerlidir. 

İspat: 1
0, ( )mX Y B  için (4.3) ve (4.7) kullanılarak 

vv

vv I vv b

vv vv I

cc
I

c vc cc
I

v

cc
I

X

vv I vv

X Y

Y X Y

X Y







 

 
 

  


 


 

 
0 0

0

0
vv a vv vvcc cc cc

a
vv vv vvX Y X Y X Y    

 

 
 
   
  


   



 

0

0

( )vv cc vv K
KX Y Y  

 

 
 

  
     

 

  
0 0

0 0

0

0

( )
vvcc vv c cc vv cc

cX Y Y Y Y      
    

 
 
 
 
 
       
 
 



 

0

0

0

 
   
 
 

 

şeklindeki bileşenlere sahip, 0vv

vv

X

cc Y   eşitliği elde edilir. 
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Teorem 4.3.4: X , 1
0( )mX B  izdüşümü ile tanımlı nM  üzerindeki izdüşümlü vektör 

alanı olsun. 1
0 ( )mY B  olmak üzere 

   cc

vv
XX

vvcc Y Y    

eşitliği geçerlidir. 

İspat: X , nM  üzerinde izdüşümlü vektör alanı ve 1
0 ( )mY B  olmak üzere (4.3), (4.5) 

ve (4.7)’den 

  cc

cc I vv b

vv cc I

cc
I

c vc cc
I

v

cc
I

X

cc I vv

X Y

Y X Y

X Y







 

 
 

  


 


 

0

0
cc a vv cc c vv cc vvc cc cc

aX Y X Y X Y    
 

 
 

  
      

 

 

0

0

( ) (

) ( )

a vv cc vv K vv
a K

cc vv K vv cc v K

a

v
K K

X Y Y X Y

Y X Y Yy






   

   
 

 
 
 
 

  
 
            







   

 



 
0 0 0 0

0

0

( )

( ) ( )

vv vv vva cc c cc cc
a c a a

vv cc vv K vv cc v
K K

a

v K

X Y Y Y Y

X Y Y y X Y Y
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0 0

0

0

( )

( )

vv vv vvvv cc c cc cc
c

vv cc vv K
Ky

X Y Y Y Y

X Y Y


 

      
    

  





 



 
 
 
 
 
   
         
  
      



 

  

 

 


0
0 0 0

0

0

( )

( )

vv vv

vv vv vvvv cc c cc cc
c

X Y Y Xy

Y Y Y Y

    
 

     
   


 



 
 
 
 
 
   
   
  
          












  

 

0

0

( )X Y Y   
 

 
 

  
   

 

 

0

0

XY


 





  
  
 

 

 X

vv
Y   

şeklindeki bileşenlere sahip olan   cc

vv
XX

vvcc Y Y   denklemi elde edilir. Burada 

( , , )K c    ile tanımlıdır. 

  izdüşümlü lineer konneksiyon olmak üzere 1
0( )mX B  izdüşümü ile tanımlı nM  

üzerinde izdüşümlü vektör alanı verilmiş olsun. X  izdüşümlü vektör alanına göre Lie 
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türevi tanımından XL  , 1
2 ( )mB  nin bir elemanı olup keyfi   1

0, ( )nY Z M  izdüşümlü 

vektör alanları için 

 
 

 


 


 


,
)( , ) )( ) ((

X X XY XY Y
Y Z ZL L L Z Z  

       (4.12)  

eşitliği geçerlidir. 

Eğer  0
X

L    ise   ( , ) ( )
a a

aX X x x X x  
     bileşenleri ile verilen  1

0( )nX M  

(Vishnevskii 2002) izdüşümlü vektör alanı,   izdüşümlü lineer konneksiyonuna sahip 

m-boyutlu mB  manifoldunda bir infinitesimal lineer dönüşüm (affin tanımından) Tanaka 

(1969), Vishnevskii (2002) olarak adlandırılır. 

Teorem 4.3.5:  , mB  üzerinde izdüşümlü lineer konneksiyon olmak üzere  

   1
0, , ( )nX Y Z M keyfi izdüşümlü vektör alanları için  

 
 


  )( , ) )( , )( (cc

cccc cc

X

c

X

cL Z ZLY Y     

eşitliği geçerlidir. 

İspat: (4.6) ve Teorem 4.2.1, (4.12)’de yerine yazılırsa 

 
 

 


 


 


,
)( , ) )( ) ((

X X XY XY Y
Y Z ZL L L Z Z  

       

eşitliği elde edilir. Buradan, 


 

 


 


 


,
)( , ) (( )( )cc cc cc cc cc cc cc

cc cc cc cc cccc cc c

X X X X Y

c cc

Y Y
L LY Z Z Z ZL  

  

        

                                 


 
   


,

( )) ( )(cc cc cc

cccc cc cc c

XX X Y

c

Y Y
Z L ZL Z
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 ,

) ( )(
X X X

cccc cc

Y YY
L LZ Z Z  

      

                     


 


 
 ,

( ) ( )
cc

YX X X YY
L LZ Z Z  

    

                             
  ( , )( )

X

cc
ZL Y  

şeklinde bileşenlere sahip olduğundan, 
 


  )( , ) )( , )( (cc

cccc cc

X

c

X

cL Z ZLY Y    eşitliği 

elde edilir. 

Yukarıdaki teorem kullanılarak Teorem 4.3.6 elde edilir. 

Teorem 4.3.6: Eğer  1
0( )nX M  izdüşümlü vektör alanı   izdüşümlü lineer 

konneksiyonu ile birlikte verilen ( )mt B  yarı-tanjant demetinin bir infinitesimal 

dönüşümü ise cc X  vektör alanı da cc  izdüşümlü lineer konneksiyonu ile birlikte 

verilen ( )mt B  yarı-tanjant demetinin bir infinitesimal dönüşümüdür. 

Teorem 4.3.7:  X  ve Y ,sırasıyla, 1
0 ( )mX B  ve 1

0 ( )mY B  izdüşümleri ile tanımlı 

nM  üzerindeki izdüşümlü vektör alanları olmak üzere  

i.   0vv

HH

X

cc Y  ,                                    

ii.   HH

vv
XX

vvcc Y Y   

eşitlikleri geçerlidir. 

İspat: i.   1
0, ( )nX Y M  ve 

 
 
 

vv

vv

vv

HH

X

HH

X

HH

X

b
cc

cc

cc

Y

Y

Y











 
 
 
 
 
 
 

, ( )mt B  yarı-tanjant demette ( , , )bx x x   

indirgenmiş koordinatlarına göre 
vv

Hcc H

X
Y  nin bileşenleri olmak üzere 
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vv

J J JHH vv a HH vv
J

c HH vv Hc c Hc c

X

cc c
aY X Y X Y X Y 

         

eşitliği geçerlidir. Burada (4.3), (4.7) ve (4.11) kullanılarak, J b  için 

      
0 0

vv

b b bHH vv a HH v
b

c v HH vv HH

X

c cc cc cc
aY X Y X Y X Y 

        


  

0 0 0 0

( )
cHH HH HHa b cc b cc b cc b

cX Y Y YY
 

            
 

0  

elde edilir. (4.3), (4.7) ve (4.11) kullanılarak, J   için 

      
0 0

vv

HH vv a HH vcc cc ccv HH cc
a

vv HH

X
Y X Y X Y X Y

   

       


  

0 0 0 0

( )
cHH HH HHa cc cc cc

cYX Y Y Y
    

            
 

0  

elde edilir. Son olarak (4.3), (4.7) ve (4.11) kullanılarak, J   için 

      
0 0

vv

HH vv a HH vcc cc ccv HH cc
a

vv HH

X
Y X Y X Y X Y

   

       

  

0 0

( )
HH HHca HH cc cc HH cc

c

Y

X Y Y Y Y



 

    
   



         
 


aX Y Yy




   
  






 
     

 




 

 aX Y Y   
        

0  
 

elde edilir. Böylece  0vv

HH

X

cc Y   eşitliği gösterilmiş olur. 
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ii.   1
0, ( )nX Y M  ve 

 
 
 

HH

HH

HH

vv

X

vv

X

vv

X

bcc

cc

cc

Y

Y

Y











 
 
 
 
 
 
 

, ( )mt B  yarı-tanjant demette ( , , )bx x x   

indirgenmiş koordinatlarına göre  HH

vcc v

X
Y  nin bileşenleri olmak üzere 

     
HH

avv HH vv J HJcc cc cc ccH vv J HH vv J

X aY X Y X Y X Y 

 
        

eşitliği geçerlidir. Burada (4.3), (4.7) ve (4.11) kullanılarak, J b  için 

      
HH

avv HH vv b Hbcc cc cc ccH vv b HH vv b

X aY X Y X Y X Y 

 
       

  
0 0 0

0

( )
vva vv b HH b vv c HH b vv HH b

a a c a aX Y Y Y Y 
        


 

     
0 0 0

0

( )
vvvv b HH b vv c HH b vv HH b

cX Y Y Y Y  
            


 

      
0 0 0

0

( )
vvHH vv b HH b vv c HH b vv HH b

cX Y Y Y Y
  

           


 

0  

elde edilir. (4.3), (4.7) ve (4.11) kullanılarak, J   için 

        
0 0 0

HH

avv HH vv HH vcc cc cc ccv HH vv

X aY X Y X Y X Y
   

        

  
0 0 0

0

( )
vva vv HH vv c HH vv HH

a a c a aX Y Y Y Y     
        


 

     
0 0 0

0

( )
vvvv HH vv c HH vv HH

cX Y Y Y Y      
            


 

      
0 0 0

0

( )
vvHH vv HH vv c HH vv HH

cX Y Y Y Y
      

           


 

0  
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elde edilir. Son olarak (4.3), (4.7) ve (4.11) kullanılarak, J   için 

     
HH

avv HH vv Hcc cc ccH vv ccHH vv

X aY X Y X Y X Y
 


 


       

  
0 00 0

( )
vva cc vv c cc

a
vv cc

a c a aYX Y Y Y     
        


 

     
0 0

( )cc vv c cc vv cc vv
c

Y

Y Y YYX



 

      
    



       


 

     
0 0

0 0

( )
vvcc vv c cc vv cc

cYX Y Y Y     
 


        


 

( )YX Y  



     

 XY
   

bulunur. ( , , )bx x x  koordinatlarına göre ( )mt B  üzerinde   vv

XY  nin bileşenleri 

  
 

0

0
vv

X

X

Y

Y


 
 

  
 






  

şeklinde olup   HH

vv
XX

vvcc Y Y   eşitliği gösterilmiş olur. 

, mB  üzerinde izdüşümlü lineer konneksiyon olmak üzere yatay liftin (3.2) tanımından 

ve (2.8)’den keyfi   1
0, ( )nX Y M  izdüşümlü vektör alanları için 

 
   ( ( , ) )HH

HH
X

HHcc

X
Y Y R X Y     

eşitliği elde edilir. Burada ( ) ,R X Y , mB  üzerinde (1,1) tipli bir F  tensör alanı olup 

keyfi 1
0 ( )mZ B  vektör alanı için ( ) ( , )F Z R Z X Y  şeklinde tanımlıdır. 
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İspat:   1
0, ( )nX Y M  ve 

  

  

  

( )

( )

( )

I b KHH HH cc b HH
I I K

I KHH HH cc HH
I I K

I KHH HH cc HH
I I K

X Y Y

X Y Y

X Y Y

 

 

    
   
 
     

, ( )mt B  yarı-tanjant demette 

( , , )bx x x   koordinatlarına göre 


HH

Hcc H

X
Y  nin bileşenleri olmak üzere 

   
 HH

HH cc
JJ HH

X X
Y Y     

eşitliği geçerlidir. Burada (4.7) ve (4.11) kullanılarak, J b  için 

       
 HH

HH cc
bb HH

X X
Y Y    

  ( )
I b KHH HH cc b HH

I I KX Y Y     

  ( )
a b KHH HH cc b HH

a a KX Y Y     

        ( ) ( )
b K b KHH HH cc b HH HH HH cc b HH

K KX Y Y X Y Y
 

            

 
 

  
0 0 0 0

( )
a b cHH HH HHHH cc b cc b cc b

a a c a aX Y Y Y Y
 

        
 

 

       
0 0

( )
b cHH HHHH cc b cc b HH cc b

cX Y Y Y Y
  

             
 

    


  
0 0 0 0

( )
b cHH HH HHHH cc b cc b cc b

cX Y Y Y Y
  

             
 

( )
b bX Y Y 

      

 X

HH b
Y   

elde edilir. (4.7) ve (4.11) kullanılarak, J   için 

       
 HH

HH cc HH
X X
Y Y

    

  ( )
I KHH HH cc HH

I I KX Y Y
      

  ( )
a KHH HH cc HH

a a KX Y Y
      

        ( ) ( )
K KHH HH cc HH HH HH cc HH

K KX Y Y X Y Y
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0 0 0 0

( )
a cHH HH HHHH cc cc cc

a a c a aX Y Y Y Y
    

          
 

      
0 0

( )
cHH HHHH cc cc HH cc

cX Y Y Y Y
     

             
 

   


  
0 0 0 0

( )
cHH HH HHHH cc cc cc

cX Y Y Y Y
     

             
 

( )X Y Y   
       

 X

HH
Y

   

elde edilir. Son olarak (4.7) ve (4.11) kullanılarak, J   için 

       
 HH

HH cc HH
X X
Y Y

    

  ( )
I KHH HH cc HH

I I KX Y Y
      

  ( )
a KHH HH cc HH

a a KX Y Y
      

        ( ) ( )
K KHH HH cc HH HH HH cc HH

K KX Y Y X Y Y
    

            

    
0 0 0

( )
HH HH HHa cHH HH cc cc cc

a a c a aX Y Y Y Y
    

          
 

       
0

( )
HH HHcHH HH cc cc HH cc

cX Y Y Y Y


 

     
     



        
 

       

0 0

( )
HH HH HHcHH HH cc cc cc

cX Y Y Y Y


 

     
    



         
 

( ( )) ( ( )a
aX y Y X y Y      

             

   )) ( )y Y y Y      
             

   ( )( ( ) )y Y y Y Y       
             

(( ) ) ( ) )a
aX y Y X y Y      

           

   ( ) ( )a
ay X Y y Y     

           

   ( ) )X y Y X y Y        
             

( )X Y y        
                        

   X Y y y X Y        
           

 HH

Xy R X Y Y
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bulunur.   ( ( , ) ) 
H

X

H
Y R X Y  nin ( )mt B  yarı-tanjant demetteki ( , , )bx x x   

koordinatlara göre bileşenleri 

  
 
 
 

 

0

( ( , ) ) 0

b

X

X X

X

HH

HH HH

HH

Y

Y R X Y Y

y R X YY



    



     


             





  

şeklinde olup 
   ( ( , ) )HH

HH
X

HHcc

X
Y Y R X Y    eşitliği gösterilmiş olur. 
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5. SONUÇ 

(1) Sunulan bu tezde ilk olarak yarı-tanjant demetin güzel kare dönüşümüne somut bir 

örnek olduğu gösterildi. 

(2) Yarı-tanjant (pull-back) demetlerde izdüşümlü lineer konneksiyonlara ait dikey, tam 

ve yatay lift problemleri ilk kez ele alınmıştır. 

(3) Yarı-tanjant demette infinitesimal lineer dönüşümler ilk kez ele alınmıştır. 
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