(2,0) TIPLI YARI-TENSOR
DEMETLERDE KESITLER

Furkan TOPRAK

Yuksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dali
Geometri Bilim Dah
Yrd. Dog. Dr. Furkan YILDIRIM
2018
Her hakki sakhidir



ATATURK UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZI

(2,0) TIPLi YARI-TENSOR DEMETLERDE KESITLER

Furkan TOPRAK

MATEMATIK ANABILIiM DALI
Geometri Bilim Dah

ERZURUM
2018

Her hakki sakhdir



T.C. E .
ATATURK UNIVERSITESI ‘“ e s

Fen Bilimleri Enstitiisiit Miidiirliigii
%

TEZ ONAY FORMU

(2,0) TIPLI YARI-TENSOR DEMETLERDE KESITLER

Yrd. Dog¢. Dr. FURKAN YILDIRIM’ in damismanliginda, Furkan TOPRAK tarafmdar}
hazirlanan bu ¢aligma, 02/02/2018tarihinde asagidaki jiiri tarafindan GEOMETRI
Anabilim Dalit MATEMATIK Bilim Dali’nda Yiiksek Lisans tezi olarak oybirligi

(.../...) ile kabul edilmistir.

Baskan: Prof. Dr. Nejmi CENGIZ

Uye : Yrd. Dog. Dr. Furkan YILDIRIM

Uye : Yrd. Dog. Dr. Kadirhan POLAT

Yukaridaki sonug;

nolu karar ile

Enstitii Yonetim Kurulu’nun £8/03/201& tarih ve N S 3{
onaylanmustir.

0

Prof. Dr. Cavit KAZAZ
Enstitii Miidiirii

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve baska kaynaklardan yapilan bildiris, ¢izelge, sekil ve fotograflarin kaynak olarak
kullanimi, 5846 sayil1 Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.

Atatiirk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiirlagi 25240 ERZURUM Telefon: +90 (442) 2314742 Faks: +90
(442) 2314741
FORM-9



OZET

Yiksek Lisans Tezi
(2,0) TIPLi YARI-TENSOR DEMETLERDE KESITLER
Furkan TOPRAK

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali
Geometri Bilim Dali

Danigsman: Yrd. Dog. Dr. Furkan YILDIRIM

Bu tezde, TM tanjant demet izdiisiimii yardimiyla (2,0) tipli tensor demetinin pull-back
demeti olan (2,0) tipli yari-tensér demeti tanimlandi. Sonra tensdr alanlariin yari-
tensor demete dikey lifti ve (2,0) tipli yari-tensér demette cesitli operatérler incelendi.

Daha sonra ise yari-tensor demette, vektor alanlarinin tam ve yatay liftleri arastirildi.

Son olarak ise (2,0) tipli yari-tensdr demette kesit doniisiimleri incelendi.

2018, 60 sayfa

Anahtar Kelimeler: Vektor alam, tam lift, tensor alam, yatay lift, pull-back demet,

kesit, tanjant demet, yari-tensor demet.



ABSTRACT

Master Thesis
ON CROSS-SECTION IN THE (2,0)-SEMITENSOR BUNDLE
Furkan TOPRAK

Atatlrk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Discipline of Geometry

Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Furkan YILDIRIM

In this thesis; we investigate complete and horizontal lifts of vector fields on a cross-
section in the semi tensor (pull-back) bundle tM of tensor bundle of type (2,0) by using
projection (submersion) of the tangent bundle TM. We consider some operators and
vertical, complete, horizontal lifting problem of geometric objects on the tangent bundle

TM to the semi-tensor bundle of type (2,0) and we find some relation for them.

2018, 60 pages

Keywords: Vector field, complete lift, horizontal lift, tensor field, pull-back bundle,

cross-section, tangent bundle, semi-tensor bundle.



TESEKKUR

Yiiksek Lisans tezi olarak sundugum bu calisma Atatiirk Universitesi Fen Fakdltesi

Matematik Bolimu’nde yapilmistir.

Calismalarimda her tiirlii destegi saglayan, hocam Sayin Yrd. Dog¢. Dr. Furkan

YILDIRIM’a en igten tesekkiirlerimi sunarim.

Calismalarimda ve tezin hazirlanisinda yakin ilgilerini gosterip, bana yol gdsteren ve
bilgilerine her zaman ihtiya¢ duyacagim degerli hocalarim; Saym Prof. Dr. Arif
SALIMOV, Saym Prof. Dr. Kiirsat AKBULUT, Saym Prof. Dr.Necmi CENGIZ, Saymn
Prof. Dr. Aydin Gezer, Saym Prof. Dr. Abdullah MAGDEN, Sayin Prof. Dr. Omer
TARAKCI,’ya ve ¢alismalarim esnasinda vermis olduklar1 destek ve tesvikten dolayi

aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Furkan Toprak
Ocak, 2018



ICINDEKILER

OZET oottt i
ABSTRACT <. i
TESEKKUR ..ottt bbbt ii
SIMGELER DIZINT ..ottt Vi
| R 02 1T 1
2. KURAMSAL TEMELLER ... 2
2.1, TANJANT DRIMEL ..ottt 2
2.1.1. Fonksiyonun diKey HTti ......c.ccoveiiiiiiiicccc e 5
2.1.2. Vektor alaninin dikey 1t .....oooieiiiiiie 7
2.1.3. 1-Formun diKeY T .....ooveieieiice e 6
2.1.4. Vektor alaninin tam Lt ......oocoooiiiiiiii 7
2.1.5. Afinor alaninin tam Lfti......cccocoviiiiiiii 9
N B ST o] o 1=l - L0 U OO P R PRP 8
2.1.7.YAtAY N e 10
2.2. KOtan ant DEMEL.........ociiiiiiiiieieiee e 12
2.2.1. FOnksiyonun diKey Nt .......cccvevviiiiieece s 16
2.2.2. Kovektor alaninin dikey 1t ......oooeiiiiiiiiii e 16
2.2.3. Vektor alaninin tam HFtE ..o 17
2.2.4. Afinor alaninin tam [ifti.......oocoiiiiiiiic s 17
2.2.5. 7 — OPEIALOIU ..ottt 16
2.2.6. Vektor alaninin yatay lfti.....ccocceeiiiiienicie e 19
2.2.7. Afinor alaninin yatay Lfti.......ccocooeiiiiiini e 20
2.3. TeNSOI DEMEL ... 20
2.3.1. Tensor alanlarin tensor demete dikey lifti ve y —operatord ............ccocevveneee. 22
3. MATERYAL VE YONTEM .....ccoosiiviiiiciiicee et 26
3.1. Tanjant Demet Izdiisiimii ile Taniml1 Tensér Demetinin Pull-Back Demeti......26
3.1.1. Tensor alanlarinin dikey liftleri ve  — 0peratorli.........cccocceevvveieeiieeieenieene 28
3.1.2. Vektor alaninin tam Lifti ......oceeeieeiiiiiiiicce e s 30



3.1.3. Vektor alanlarinin yatay [t .....occeeeiiiiiiiiiiiieice e 31

3.2. Yari-Tensor Demette KeSitler ..o, 33
4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA.........cocoiiiiiiiiieee 41
4.1. TM Tanjant Demet izdiisiimiiyle Taniml1 (2,0) Tipli Yari-tensor Demeti ......... 41
4.2. Tensor Alanlarinin Dikey Lifti ve y — Operatori .........cccccvvvvevveiininieeiiniennen, 45
4.3. Vektor Alanlarinin Tam Liftleri......coovvvvc e 46
4.4. Vektor Alanlarmin Yatay Lifti ..o 49
4.5.(2,0) Tipli Yar1 Tensor Demetlerde Kesitler.........ccooooviiiininiiniiiniiecn 51
5. SONUGC ...ttt bbbt 58
KAYNAKLAR L.t 59
OZGECMIS ..ottt ettt ettt en e, 61



SIMGELER DiZiNi

Dikey Lift

Tam Lift

Yatay Lift

t"(B,,) *nin Temel 1-formu

Burulmasiz Afin Konneksiyon
Dejenere Simplektik Yap1

Gama Operatori
Afinor Alanlar

Pseudo-Riemannian Metrigi

Piir Carpim

Tabii Izdiisiim

Afin Deformasyon (Gerilme) Tensori

Burulma Tensorii

[zdiisiimlii Vektor Alanlari

Cristoffel Semboli
Egrilik Tensorii

Weyl Uzay1

X Vektor Alanina Gore Kovaryant Tiirev

B,, Uzerindeki Yari-kotanjant Demet
M, Uzerindeki Tanjant Demet

M, Uzerindeki Kotanjant Demet

X Vektor Alanina Gore Lie Tirevi

Vi



1. GIRIS

Diferensiyel geometri diferensiyel ve integral hesaplama metodlarini1 kullanarak ¢esitli
geometrik problemleri ¢6zmeyi hedef alan matematigin alt disiplinidir. XVIL. yiizyilda
temelleri atilan Diferensiyel geometrinin baslica konusu, egri ve yiizeylerin ¢esitli

Ozelliklerinin arastirilmasi olmustur.

Diferensiyel Geometri’de oldukga 6nemli bir yere sahip olan tensor terimi ilk kez ayni
zamanda bir fizikci olan Woldemar Voigt tarafindan 1898’de kullanilmustir. Tensorlerle
cesitli hesaplamalar 1890°da Ricci olarak bilinen Gregorio Ricci-Curbastro tarafindan
mutlak diferensiyel hesaplamalar konu baslhiginda yapildi ve bu hesapmalar 1892
yilinda yayinlandi. Daha sonra (Ricci ve Tullio Levi-Civita 1900) mutlak diferensiyel

hesaplama metodlar1 ve uygulamalari adh ¢alismalarini yapmig bulunmaktadirlar.

Tanjant demetteki geometrik ¢aligmalara (Dombrowski 1962) ¢esitli katkilarda
bulunmus olup simetrik uzaylarda tanjant demet, (Yano ve Ledger 1965) tarafindan

calisiimustir.

Tanjant ve kotanjant demetlerdeki dikey, tam, yatay ve diagonal liftlerle ilgili (Yano ve

Ishihara 1973) 6nemli sonuclar elde edilmistir.

Yari-tanjant demetin tanimi1 (Duc 1979) tarafindan verilmis ve yari-tanjant demet ile
ilgili gesitli 6zellikler (Vishnevskii 2002) tarafindan ele alinmistir. Yari-tanjant demette
Lie ve kovaryant tirevlerinin ¢esitli lift problemleri ise (Salimov ve Kadioglu 2000)

tarafindan incelenmistir.

Sunulan bu tezde ise 6ncelikle, TM tanjant demet izdiisiimii yardimiyla (2,0) tipli
tensor demetinin pull-back demeti olan (2,0) tipli yari-tensér demetin tanimi yapilmis

daha sonra ise bu yari-tensér demete, vektor alanlarinin tam ve yatay liftleri detayh

olarak incelenmistir. Son olarak ise (2,0) tipli yari-tensor demette kesit doniisiimlerine

bakilmustir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Tanjant Demet

M., n- boyutlu C” sinifindan diferensiyellenebilir manifold ve M_ manifoldunun P

n?

noktasindaki tanjant uzay: T, (M, ) olmak lizere

T(M,)= UT,(M,) (2.1)

PeM,

seklinde verilen T (M n) kiimesi tanjant demeti tanimlar (Yano and Ishihara 1973).

T (M, ) nin keyfi bir PeT,(M,) noktast i¢in M, manifoldu tizerindeki T (M,) tabii
demet yapisini doguran z:T (M) > M, ﬂ(ls) =P dogal demet izdlistimiinii tanimlar.

7 '(P)=PeT,(M,) kiimesine M, baz uzayinm P noktasindaki fibresi denir.

f:M,>T(M,) diferensiyellenebilir doniisimii ile verilen f Kkesitine bakalim:
mof :id|Mn. M, manifoldunun keyfi P noktasindaki f(P) gérintisiin, T,(M,) nin
sifir vektoriine gotiiren f kesitine sifir kesit denir. f (M) sifir kesiti M, baz uzay ile
ayni olup bu sebeple M, manifoldunun kendisi T(M,)’de diferensiyellenebilir

imbedding olmus (i¢ine daldirilmis) altmanifolddur (Yano and Ishihara 1973).

(x"), U koordinat komsulugunda yerel koordinatlar olmak iizere M, baz uzay1 {U; Xh}
koordinat komsuluk sistemiyle ortiilmiis olsun. R" ise, R (zerindeki n-boyutlu vektor

uzay1 olsun.



PeT,(M,) (PeU) noktast (P,X) sirah gifti ile gosterildiginden ve X eR"

vektdriiniin bilesenleri T,(M,) tanjant uzaymnda {8h}(8h :;;hj dogal bazina gére P ’nin
X

h _

y' = X" (ﬁ =n+1,..., 2n) kartezyen koordinatlar1 oldugu icin zt (U ) cT (M n) acik
kimesi UxR" direkt ¢arpimina difeomorfizm olacaktir. U komsulugunda P :ﬂ(IB) nin
koordinatlar1 x" (h=1,...,n) ile gosterilirse ve (xh, XH) < Pert (U) oldugu dikkate
almirsa, 7 (U)cT(M,) agik kiimesinde (Xh, XH) yerel koordinatlar sistemi elde

edilir ve (Xh, XH)’ye, (Xh)’dan indirgenmis (elde edilmis) 7~ (U ) daki koordinatlar

denir (Yano and Ishihara 1973).

M, manifoldunun Pzﬂ(IS) noktasini ihtiva eden diger bir koordinat komsulugu

{U', Xh'} olmak tizere, 7 * (U) koordinat komsuluguda P noktasini ihtiva eder.

x (U) koordinat komsuluguna gore P noktasinin indirgenmis koordinatlar1 (x",y")

ile gosterilir. Burada doniistim kurali

X" = x“'(xh),
X" :aihl h 22)
ox"

seklinde tanimhidir (Yano and Ishihara 1973). Burada, Xh'(Xh) fonksiyonlari;

1 2 n

X, X%,..., X" degiskenlerinin C’~ —sinifindan diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir.

X" =y" x"=y" ile gosterilirse (2.2) doniisiimii

x“':xH'(x”), H=1..nn+1..,2n (2.3)



seklinde yazilir. (2.2) doniisiimiine ait Jakobi matrisi

$HE
o) \AY A

seklinde tanimlidir. Burada

A ox™ ' A ox"ox’

esitlikleri bulunmaktadir. (2.2) doniisiimiiniin tersi ise

X" = xh(xh'),
VU (2.5)
W =%yh
veya
X" =x" (x”') (2.6)

seklinde yazilir. (2.5) doniisiimiine ait Jakobi matrisi

") (A 0
S %) 0

ile tammlamr. (2.4) ve (2.7) matrislerinden T(M, ) tanjant demetin daima

yonlendirilebilir oldugu goriiliir (Yano and Ishihara 1973).



M, manifoldu Gzerindeki C" -simifindan (r,s) tipli tim tensdr alanlarimin kiimesi

30 (M,) ve bunlarin direkt toplam ise

ile gosterilir. Ayni sekilde T (M, ) tanjant demetindeki C~ -smifindan (r, s) tipli tim

tensor alanlarmin kiimesi 3 (T (M, )) ve bunlarin direkt toplami ise

ile gosterilir (Yano and Ishihara 1973).

2.1.1. Fonksiyonun dikey lifti

f, M, "de bir fonksiyon olsun. T(M,) tanjant demette 'f fonksiyonuna bakalim:
f:M,—>R ve 7:T(M,)>M, olmak lzere “f="foz olsun. "f:T(M )—>R

fonksiyonuna f fonksiyonunun dikey lifti denir. Burada

"f(ﬁ):v f(X, y): f oﬂ.(ﬁ): f(P):f(X) (ﬁe;z’l(U), P:(Xi'yi))

olup ' f (E’) degeri fibre boyunca sabittir ve P =7z’1(§)e M, noktasindaki f(P)

degerine esittir (Yano and Ishihara 1973).



2.1.2. Vektor alanimin dikey lifti

M, manifoldu tizerinde keyfi bir X e J;(M,) vektdr alam verilmis olsun. T(M,)

tanjant demetinde
"X (10) =" (a)(X)) (2.8)

ile verilen (1,0) tipli ¥ X vektor alanina X vektor alaninin dikey lifti denir (Yano and

Ishihara 1973).

Burada o kovektorii M, 'nin U komsulugunda @ =@dx' seklindeki koordinatlara

sahip olup w ise 7 (U ) ‘da 1=,y indirgenmis koordinatlarina sahiptir.

(2.8) esitliginden X vektor alaninin “ X dikey liftinin, T(Mn) tanjant demette

indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri

. 0
X=l (2.9)

seklinde tanimlidir (Yano and Ishihara 1973).

2.1.3. 1-formun dikey lifti

M, manifoldu tizerinde we 37 (M,) 1-formu verilsin. T(M,) tanjant demetinde @ ’nin

dikey lifti olan ‘o e 3} (T (M, )) 1-formu indirgenmis koordinatlara gore

‘o=(w,, 0) (2.10)



bilesenleri ile ifade edilir (Yano and Ishihara 1973).
(2.10) esitliginden her bir 77 (U ) acik kiimesinde
“(dx")=dx" (2.11)

seklinde yazilir (Yano and Ishihara 1973).

2.1.4. Vektor alaninin tam lifti

M, manifoldu tzerinde X e J;(M,) vektor alani verilmis olsun. T(M,) tanjant

demetinde X vektdr alanmim tam lifti olan °X e 3;(T (M, )) vektor alam indirgenmis

koordinatlara gore

Xh
‘X = 2.12
el 212

bilesenleri ile ifade edilir (Yano and Ishihara 1973).
(2.12) esitliginden her bir 77 (U ) agik kiimesinde
“(6,)=0, (2.13)

seklinde tanimlidir (Yano and Ishihara 1973).



2.1.5. Afinor alaninin tam lifti

M, manifoldu Uzerinde Fe3;(M,), (L1) tipli tensor alani verilmis olsun. T(M,)

tanjant demetinde F, (L1) tipli tensor alanimin tam lifti olan °F € 3] (T(Mn)), 11

tipli tensor alani indirgenmis koordinatlara gore

h
e[ F 0
ysasl:ih I:ih

bilesenleri ile ifade edilir (Yano and Ishihara 1973).

2.1.6. y —operatori
7:35(M,)— 3¢, (T(M))) olmak tzere S e 3¢ (M) olsun.

S=8}"0, ®0, ®..0; ®dX" ®dx"...dx"

i - ig

icin

iz ---ig

ySuk o, ®0; ®..00; ®dx" ®...®dX"

ile tanimlanir (Yano and Ishihara 1973).

F, M, iizerinde tammh (1,1) tipli tensor alan1 olmak iizere T (M) tanjant demetinde

yFe3; (T (M N )) vektor alani indirgenmis koordinatlara gore

0
yF =[ySth (2.14)



bilesenleri ile ifade edilir (Yano and Ishihara 1973).

T e3,(T(M,)) olmak iizere, T(M,) tanjant demetinde T e 3;(T(M,)), (L1) tipli

tensor alani indirgenmis koordinatlara gore

0 0
s h

bilesenleri ile ifade edilir (Yano and Ishihara 1973).

2.1.7. Yatay lift

M., diferensiyellenebilir manifoldu tzerinde Vv afin konneksiyonu verilmis olsun.

Keyfi X € 3;(M,) igin
"X =X —(V,X) (2.16)
ile verilen "X e 3 (T (M, )) vektor alanina, X vektor alaninin yatay lifti denir ve burada
(V,X) =y(VX)
seklinde tanimlidir (Yano and Ishihara 1973).

X ’in "X vatay lifti, T (M n) tanjant demeti tizerindeki indirgenmis koordinatlara gore

X"
Hy :(—F-hXiJ (2.17)



10
bilesenleri ile ifade edilir. Burada
Flh = ysrshi (218)
seklinde tanimlidir.
Fe3(M,)’in T(M,) tanjant demeti tizerindeki "F yatay lifti
"F=°F-(V,F) (2.19)

ile tanimlidir (Yano and Ishihara 1973).

Burada V F
(V,F)=y'V,F'o, ®dx" (2.20)

seklinde tanimlidir. F’in "F vyatay lifti, T(M,) tanjant demeti iizerindeki indirgenmis

koordinatlara gore

y = 0
"TlrEeE E 221

bilesenleri ile ifade edilir (Yano and Ishihara 1973).
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2.2. Kotanjant Demet

M., n- boyutlu C~ simfindan diferensiyellenebilir manifold ve M manifoldunun P

n?

noktasindaki kotanjant uzay1 T,"(M, ) olmak tzere

T*(Mn): U TP*(Mn) (2.22)

PeM,

seklinde verilen T™(M,) kiimesi kotanjant demeti tamimlar (Yano and Ishihara 1973).

T"(M,) nin keyfi bir PeT,"(M,) noktast icin M, manifoldu tzerindeki T"(M,)
tabii demet yapisim doguran z:T"(M,)—> M., 7[('5)2 P dogal demet izdiisiimiinii

tammlar. 7'(P)=PeT, (M,) kimesine M, baz uzaymmn P noktasindaki fibresi

denir (Yano and Ishihara 1973).

f:M, 5T (M,) diferensiyellenebilir déniisiimii ile verilen f kesitine bakalim:
mof :id|Mn. M, manifoldunun keyfi P noktasindaki f(P) gériintisiini, T,"(M,)’nin
sifir vektoriine gotiiren f kesitine sifir kesit denir. f (M) sifir kesiti M, baz uzay ile

ayni olup bu sebeple M, manifoldunun kendisi T"(M,)de diferensiyellenebilir

imbedding olmus (i¢ine daldirilmis) altmanifolddur (Yano and Ishihara 1973).

(x"), U koordinat komsulugunda yerel koordinatlar olmak tizere M, baz uzay1 {U; Xh}

koordinat komsuluk sistemiyle ortiilmiis olsun. R" ise, R Uzerindeki n-boyutlu vektor

uzayi olsun. PeT,"(M,) (PeU) noktas: (P, p) swali ¢ifti ile gdsterildiginden ve

p e R" kovektoriiniin bilesenleri T~ ( M n) kotanjant uzaymnda dx" dogal kobazina gére

P ’nin p, = X" (H =n+1,.., 2n) kartezyen  koordinatlar1  oldugu  igin
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xt (U ) CT*(Mn) agik kiimesi UxR" direkt ¢arpimina difeomorfizm olacaktir (Yano

and Ishihara 1973).

U komsulugunda Pzﬂ(ﬁ)’nin koordinatlar1 X" (h=1,...,n) ile gosterilirse ve
(Xh, pi)<—>ﬁe7z_l(U) oldugu dikkate almirsa, 7*(U)cT(M,) agik kiimesinde
(", p;) yerel koordinatlar sistemi elde edilir ve (x",p;)’ye, (X")’dan indirgenmis

(elde edilmis) 7 (U ) "daki koordinatlar denir (Yano and Ishihara 1973).

M, manifoldunun P=7r(?’) noktasini ihtiva eden diger bir koordinat komsulugu

{U', Xh'} olmak tizere, 7™ (U) koordinat komsuluguda P noktasini ihtiva eder.

™ (U ) koordinat komsuluguna gére P noktasmnin indirgenmis koordinatlari (Xh, pi)

ile gosterilir (Yano and Ishihara 1973). Burada doniisiim kurali

X" =x"(x),
o e29
p| - axi' pi

seklinde tamimlidir. Burada, Xh'(x) fonksiyonlar1; x*,x?,...,x" degiskenlerinin c’ -

sinifindan diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. x" = Py X" = p,. ile gosterilirse (2.23)

doniisimii
x“':xH'(x”), H=1..nn+1..,2n (2.24)

seklinde yazilir. (2.23) dontigiimiine ait Jakobi matrisi
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o)l )
o) (AN, A

ile tanimlidir. Burada

o2 x"
T xox

e
ox

A=A

esitlikleri bulunmaktadir. (2.23) doniistimiiniin tersi ise

X" =xh(x'),
s
Py T P
veya
x™ = x" (x” )

seklinde yazilir. (2.26) doniigiimiine ait Jakobi matrisi

G A
o)\ AATD, A"

A=

|

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

ile tanimhdir. (2.25) ve (2.28) matrislerinden T*(Mn) kotanjant demetinin daima

yonlendirilebilir oldugu goriiliir (Yano and Ishihara 1973).

M, manifoldu Uzerindeki C" -simifindan (r,s) tipli tim tensdr alanlarimin kiimesi

~r

3. (M,) ve bunlarin direkt toplam ise
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ile gosterilir. Ayni sekilde T*(Mn) kotanjant demetindeki C~ -sinifindan (r, S) tipli

tiim tensor alanlariin kiimesi 3 (T* (M, )) ve bunlarin direkt toplami ise

3(T°(M,))=

0
r,s=

3 (T°(M,))

0

ile gosterilir (Yano and Ishihara 1973).

p=pdx 1-formuna, T (M,) kotanjant demette temel 1-form denir. z*(U)

komsulugunda dp dis diferensiyeli dp=dp, Adx' seklindeki 2-formu belirtir. Bu

sebeple
1 C B
dp=¢ =E§Cde A dX

yazilirsa

= _[° & 2.29
)| 5 (229)

olarak bulunur. (2.29) matrisi regiiler oldugundan £°A&, =62 olacak sekilde £°* ters

matrisi vardir. £%* matrisi

BAY _ 0 _é}h
(4 )—(5hi 0] (2.30)
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seklinde tanimlidir (Yano and Ishihara 1973).

2.2.1. Fonksiyonun dikey lifti

M, manifoldu Uzerinde f:M, — R fonksiyonu verilmis olsun. 7:T" (M,)—> M,

izdiistim dontisiimii olmak tzere
"f=for (2.31)

fonksiyonuna f fonksiyonunun T*(Mn) kotanjant demete dikey lifti denir. ﬁeTP*(Mn)

olmak Uzere

esitligi elde edilir (Yano and Ishihara 1973).

2.2.2. Kovektor alaninin dikey lifti

we 3 (M,) lzerindeki o' = g)Bé:BA yerel bilesenlerine sahip ve koordinatlarla ifadesi
w=odx' seklindeki 1-form olmak tizere o 1-formunun dikey lifti olan ‘@ vektor

alam T~ ( M n) kotanjant demetinde indirgenmis koordinatlara goére

v 0
o=| (2.32)

bilesenleri ile tanimlidir (Yano and Ishihara 1973).
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2.2.3. Vektor alaninin tam lifti

M, manifoldu tizerinde X € 3;(M,) vektdr alami verilmis olsun. T™ (M, ) kotanjant

demetinde X vektdr alanmin tam lifti olan °X e 3} (T* (M, )) vektdr alani indirgenmis

koordinatlara gore

°X = X (2.33)
B _pi(ahxi) .

bilesenleri ile ifade edilir (Yano and Ishihara 1973).

2.2.4. Afinor alaninin tam lifti

M, manifoldu tzerinde Fe3J;(M,), (L1) tipli tensdr alani verilmis olsun. T™ (M, )
kotanjant demetinde F, (L1) tipli tensor alamnin tam lifti olan °F € 3 (T*(Mn)),

(L1) tipli tensér alan1 indirgenmis koordinatlara gore

*nor o #
F= i N (2.34)
ps(aiFh _ahFi ) Fh

bilesenleri ile ifade edilir (Yano and Ishihara 1973).

2.2.5. y— operatoru

y:Sé(Mn)aS}H(T*(Mn)) olmak tizere S € 3, (M,) olsun.
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0
ox?

$=S .. A" ®.®@dx"®dx"®

icin

7S =p,S, ;, dx* ®..®dx" 0
s -2 ap

ile tanimlanir (Yano and Ishihara 1973).

M, iizerinde tanimli bir X vektor alam igin T (M) kotanjant demette »X

n

fonksiyonu
yX =pX° (2.35)
seklinde ifade edilir.

F, M, izerinde tammh (L1) tipli tensor alam olmak tizere T (M, ) kotanjant

n

demetinde yF € 3 (T* (M, )) vektor alani indirgenmis koordinatlara gore

0
JF = [ : FSJ (2.36)

bilesenleri ile ifade edilir (Yano and Ishihara 1973).

T e3,(M,) olmak tizere, T"(M,) kotanjant demetinde »T eSi(T*(Mn)), @L1) tipli

tensor alani indirgenmis koordinatlara gore
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0 O
/T = 0T 0 (2.37)
s'iji

bilesenleri ile ifade edilir (Yano and Ishihara 1973).
2.2.6. Vektor alaninin yatay lifti

M, diferensiyellenebilir manifoldu Uzerinde verilen v simetrik afin konneksiyonu ve

X e3;(M,) icin
X =X +7(VX) (2.38)

ile verilen "X e 3} (T*(Mn)) vektor alanma, X vektor alamnin T"(M,) kotanjant

demetine yatay lifti denir ve burada X*’in V. X* kovaryant tiirevi
(ViX*)=0,X*+ X jrjsi
seklinde tanimlidir (Yano and Ishihara 1973).

X ’in "X yatay lifti, T"(M,) kotanjant demeti iizerindeki indirgenmis koordinatlara

gore

H _ Xi
X _[xir“] (2.39)

bilesenleri ile tanimlidir. Burada

Fji = psrjsi (2'40)
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seklinde tanimlidir.

2.2.7. Afinor alanimin yatay lifti

FeJ3(M,)’in T"(M,) kotanjant demeti izerindeki "F yatay lifti
"F =°F +y[VF] (2.41)

seklinde tammlidir. Keyfi X,Y € 3;(M,) vektor alanlari igin [VF], (1,2) tipli tensor

alanm

[VEI(X,Y) ==V, (FY)+V,(FX) (2.42)

ile tammhdir. F’in, T°(M,) kotanjant demete "F yatay lifti indirgenmis

koordinatlara gore

., F" 0
F= | (2.43)
-I' R +T R R

bilesenleri ile ifade edilir (Yano and Ishihara 1973).
2.3. Tensor Demet

M,, n-boyutlu C” smifindan diferensiyellenebilir manifold ve T(Q), M

n’ n

manifoldunun Q noktasindaki (p,q) tipli tensor uzay olsun.

T'M)={JT7(Q

QeM,
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seklinde verilen T°(M) kiimesi tens6r demeti tanimlar.

M, manifoldu dzerinde 7:T,”(M ) — M, tabii izdiisiimii verilsin. M, manifoldunun
bir Q noktasinin U koordinat komsulugundaki yerel koordinatlari X!, j=L1..,n

seklinde verilir. Q € M, noktasma karsilik gelen qu(Mn) demetinin eleman1 olan

Q e 77(U) noktasimin lokal ifadesi

(x5 )= (x), x7), xI =t T=n+1..,n+n""

g ey

bicimindedir. Burada t:" |t tensorinin o ; tabii gatisina gére bilesenleridir. T(M)

Jl"'jq !
nin 7 '(U) koordinat komsulugunda yerel koordinatlar olarak (x',x') ifadesini

alabiliriz.

M, manifoldu iizerindeki koordinat doniisiimii x" =x"(x") bigiminde oldugundan

T, (M) demetinde karsilik gelen koordinat doniisiimii

X" =x"(x)),
I =i AE Al Al Adapied o AG) A T (2.44)
=t = AA AT = A A
b e e o g X o .
biciminde olur. Burada AUVAD = Al Av AR Al AL PAL - geklinde
i) ") ) p ki I | oxt i x|

almmistir. J =(j, ), J =1,..,n+n"", t((L)):tlzf,'_ilfq olmak (zere, (2.44) denkleminin

Jacobian matrisi
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ox’ o ox) |

oo | (A :

(8XJ j: oxl ox B t0a,(ADAK) AT AD (2.45)
o X w09 (Aiy A VAl
ox!  ox!

seklinde verilir.

M, manifoldu tizerinde C” smifindan reel degerli fonksiyonlarm halkast F(M,)
olmak lzere, C* smifindan (p,q) tipli tensor alanlarinin F(M ) Gzerindeki modulinu

37(M,) ile gosterilir.

Eger a €3 (M,) ise kontraksiyonla T.”(M ) uzayinda fonksiyon i ile tamimlanr.

Oyle ki, U (x') = M koordinat komsulugunda o nin lokal ifadesi
a=a"0, ®.00, @ ®..Qdx"

biciminde ise @ nmn 7 *(U) koordinat komsulugundaki (x',x’) koordinatlara gore

lokal ifadesi
R T
o= ailmip tjlqu
olur.

2.3.1. Tensor alanlarin tensor demete dikey lifti ve  —operatort

2.1. Yardimer Teorem: X,Y eT/(M,) olsun. Her a €T (M,) igin X (1) =Y (1x) ise

X =Y olur.
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ispat: Eger Z(ix) = (X -Y)(i) seklinde yazilirsa Z =0 oldugunu gdstermek yeterli
olur. Z nmin 7 *(U) koordinat komsulugunda (x',x') koordinatlarina gore Z'

bilesenleri

Z@Ga)=2"d. (ozhlpj‘“t'1 p) Zio- (a p’“ £ p)
=2 o a4 Fgh =0

denklemini saglar. o« € 3}(M,) keyfi olarak alindigindan dolayi, homojen lineer
denklem sisteminden

Zitth =0, Z1 =0 (2.46)

i Jg
yazilir. (2.46) nin ilk denkleminde eger qu(Mn) tensor demetinin tiim noktalarinda
ti';’q nin tiim bilesenleri sifir degil ise Z bilesenleri siirekli olmasindan dolay1 M baz
manifoldu tizerinde Z' =0 olur. Béylece 7*(U) un tiim noktalarmnda Z’ =0 yazilr.
(2.46) denkleminin ikincisi de dikkate alindiginda 7 *(U) komsulugunda Z =0 oldugu

bulunur. Boylece T,°(M,) tens6r demetinde Z =0 yazilr.

Ae3;(M,) olsun. a € 3}(M,) olmak lizere

VAGa) = a(d)ox =" (a(A)) (2.47)

esitligini saglayan ' Ae 3} (T;”(M)) vektdr alanina A vektdr alaninm T°(M,) tensor

demette dikey lifti denir (Ledger and Yano 1967). Burada Y («(A)) ifadesi
a(A)e F(M,) fonksiyonunun dikey liftidir. Diger taraftan f eF(M,) keyfi

fonksiyonun ¥ f = f oz dikey lifti z7*(P) =T, (P) fibresi boyunca sabittir.
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YA=" A0, +" A6, seklinde yazilirsa, X =t} olmak lizere (2.47) esitliginden
YA Il pak |h|Jq + Aka| | Ill(l qu\

sonucu elde edilir. 2.1 Yardimer Teoremin ispatinda kullanilan ayni yontemle T.°(M,)

nin (x',x?) koordinatlarma gore ¥ A dikey liftinin bilesenleri

VA 0
VAZLVA-} :[ iy } (2.48)

seklinde elde edilir.

@ € 3:(M,) tensér alanmin yerel koordinatlarla ifadesi
. _
AP

seklinde verilmis olsun. T(M ) tensér demette 7'(U) komsulugunda (x',x))

koordinatlarina gére y¢ vektor alani

P i.mei i a
Yo = (thl_,jq p(/)n;{)Tl (P21 9=0)
(2.49)

'1 8
7P = (Z )2 (P20, g21)

seklinde tanimlanir (Cengiz and Salimov 2002).
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(2.45) den, yp, T°(M,) tensor demette dikey vektor alamidir. Biz yp Ye @€ 3 (M),
(L1) tipli tensor alaninin T (M,) tensor demette dikey-vektor lifti seklinde

adlandiracagiz. y¢ dikey-vektor liftinin yerel koordinatlarla ifadesi

0
1P=| & My i,
tjl...jq (4%
71
0
7P =] & i m (2.50)
t! ¥
Jremedq Py
u=1

seklindedir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Tanjant Demet Izdiisiimii ile Tamimh Tensér Demetinin Pull-Back Demeti

M,, C” smifindan n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve (T(M,),7,,M,) ise
M, Uzerinde tanjant demet olsun. x* lar M, deki baz koordinatlari, X% = y* lar ise
T(M,) tanjant demetindeki fibre koordinatlari olmak iizere (X')= (Xa, X“) notasyonu

kullanilmaktadir. Burada 1, J,... indisleri 1 den 2n e; E,Z,... indisleri 1 den n e;

a, B,... indisleri ise n+1 den 2n e kadar deger alir.

(qu(Mn),;i, Mn), M, (zerinde bir tensor demet (Gezer and Salimov 2008; Ledger and

Yano 1967; Salimov 2013) ve T(M,) ise 7, :T(M,) = M, izdiisiimiiyle (submersion)

ile taniml1 tanjant demet olsun.

(qu(Mn),;z,Mn) tensor  demetinin  T(M,) tanjant demeti  Uzerindeki

(tqp(Mn)17Z2,T(Mn)) yari-tensor demeti (induced veya pull-back):

tqp(Mn) :{((Xa,Xa),Xa) ET(Mn)X(qu)X (Mn):ﬂl(xa’Xa):;(x“’xa):<xa)}

cT(M)x(TF), (M,)

ile tanimlidir. Burada ﬂZ(Xa,Xa,X;):(Xa,X‘Z) ile 7,:t7 (M) >T(M,) izdiisimii

tammli  olup (qu)x(Mn)(x:ﬁl(;(),X:(Xa,X“)eT(Mn)) ise M, nin bir x
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noktasindaki tensdr uzayidir. Ayrica X* —'[’B1 ﬁ” (E,E,...z2n+1,...,2n+np+q) lar

T'(M,) tensdr demetinin fibre koordinatlaridir (pull-back demeti bkz: (Husemoller

1994; Lawson and Michelsohn 1989; Salimov and Kadioglu 2000; Steenrod 1951;
Yildirim 2015; Yildirim and Salimov 2014). Ayrica pull-back demetlerinin genellesmis
hali Pontryagin demetleri olarak bilinir (Pontryagin 1947).

(x')=(x*,x*,x*), t7(M,) yan-tensér demetindeki bir diger lokal adapte olmus

koordinat sistemi olmak Uzere

- X
X* = :
PV
x“ =x(x"), (3.1)
a _ B ﬂp B ﬂp BBy yon- (AN
XU =t o = A At ﬁq = Ay Ay X,
doniigiimii tanimlidir.
(3.1) doniisiimiiniin jakobiyeni
~ A% A;‘g'yg 0
A=(A])=| 0 A 0o | (3.2)
0 t((“))a (ﬂ) (a‘; (/3)') (ﬁ%

bilesenlerine sahiptir. Burada |=(a,a,a), J=(8,6,5), 1,J,.=1..2n+n""",

ox* S
t((fj)) AZ — A =— ile tanimlidur.
OX Ox” ox*

(3.2) de belirtilen matris igin
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Det(A;)#0, Det(A7) =0, Det(ALAL) %0

a)
oldugundan DetA =0 dir. Ayrica dim t; (M) =2n+n"" olmaktadir.

Yari-tensor demetin 6zel bir sinifi (Fattaev 2009) da galisilmistir. Bu galigmanin amaci

T(M,) tanjant demetinin izdiisiimii yardimiyla T.”(M) tensor demetinin yari-tensor
demetini tanimlamaktir.

F(T(M,)) ve F(M,), T(M,) ve M, iizerindeki C’ —smifindan reel degerli

fonksiyonlarin belirttigi halka olmak iizere, T(M,) ve M tzerindeki (p,q) tipli tim
tensor alanlarmm F(T(M,)) ve F(M,) iizerindeki modiilii sirasiyla 3/(T(M,)) ve

q

3;(M,) ile gosterilir.
3.1.1. Tensor alanlarinin dikey liftleri ve y —operatori

Ae3P(T(M,)) olmak tizere ™ A vektor alam

wa?) (g
WA: w Azz - 0 y (3.3)
w A; A;fzp

bilesenlerine sahiptir. (3.2) ve (3.3) kullanilarak ™A'= K(WA) oldugu gosterilebilir.
Y Ae T (P (M) vektor alam Ae IP(T(M,)) min t7(M,) yari-tensdr demetine dikey

lifti olarak adlandirilir.
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pe3(M,) olmak lzere z7*(U) daki yp vektdr alam tf(M,) Gzerindeki (x”,x”,x”)

koordinatlarina gore

L 0..£.0y q 8

A=1 X (3.4)
- (q .. sja (p=0,q21)
Y% & Byt PB, o =Y 4=

bilesenlerine sahiptir. (3.2) den yp ve 7~/g0 vektor alanlarinin herbir 7~ (U) ct?(M,) da

dikey vektor alanlari tanimlar. yp (veya };(p), @e3i(M,) tensdr alaninin ty(M,) yar-

tensor demetine dikey-vektor lifti olarak adlandirilir.

Keyfi pe3Ji(M,) icin, (3.2) ve (3.4) kullamlarak, (yp)'=A(yp) oldugu gosterilebilir.

Burada yp vektor alani

|
yp=(rp) =|0 (3.5)
S o
ile tanimhidir. ¢ € 3;(M_) olmak tizere 7~/¢)
(3.6)

ro=(r0) =| 0 ,

ztﬂy--&--ﬂq P,
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bilesenlerine sahiptir. (3.2) kullanilarak (;@0) = K(];q)) oldugu gosterilebilir.

Keyfi p € 3;(T(M,)) icin, yp vektor alani (x? %, X;) koordinatlarina gore

yeo?l
yp=|0 , (3.7)
0

bilesenlerine sahiptir. (3.2) kullanilarak (y9)'= A(y@) oldugu gosterilebilir.
3.1.2. Vektor alanimin tam lifti

X eZ(T(M,)), X =X*(x*)o, olmak iizere X vektor alanmnm tanjant demete ©X

tam lifti
‘X =X%0,+Yy0,X“0
ile tanimlidir (Yano and Ishihara 1973).

Keyfi X € 35(T(M,)) icin, X vektor alant (x”, x” ,XE) koordinatlarina gore

“X") |y x”
ccx: ccxﬂ _ x/i ,

"X’ p te 9 X q a9, X
Z by e -Z By By
2=l u=1

(3.8)
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bilesenlerine sahiptir. (3.2) kullanilarak “ X '= A(“ X) oldugu gésterilebilir. “ X vektor

alan1 “X € St (T(M,)) vektor alaninin ty(M,) e tam lifti olarak adlandirilir.
3.1.3. Vektor alanlarinin yatay lifti

Keyfi XeJ(T(M,)), X=X*(x*)a, icin "™XeJt'(M,)) vektor alani

(XE, X7, Xﬁ) koordinatlarina gore

-I’x¢
HHX — Xﬂ ’ (3'9)

q p
| S/ ;) 40l
X (Z;Ffﬂ”tﬁfmg.ﬁ[fq _Z;Fu- t/jllmﬂq p)
1= =

bilesenlerine sahiptir. (3.2) kullanilarak ™ X '= K(HH X) oldugu gosterilebilir. " X

vektor alan1 X vektor alanmin t; (M) e yatay lifti olarak adlandirilir. Burada
r,=yr/,
ile tanimlidir.
Teorem 3.1.3.1: X e 34(T(M,)) olmak Gizere
X =M X = p(VX) = 7(VX) + 7(VX),
esitligi bulunmaktadir. Burada v simetrik afin konneksiyonu 1, =Ty, ile tanimhdir.

Ispat: (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) ve (3.9) kullanilarak
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y‘o, X’ -yT,/ X*
CCX_HHX: Xﬂ _ Xﬂ

Zt%mgm%a X" Ztﬂl-..aﬁﬂa X ZFw Aot ;F?%"ZQHH )

y’o,X” +yT/ X*
=0

ztm...s,,,ag a X @ _I_ra ztg jpﬂ a X _I_rs X)

0 0 y (0. 41/, x°)
1 _lo +0
Zt%...&..% (6 X 4 Fffjxl) Zq:t;i;f’ﬁq (5ﬂﬂxg+ri€ﬂ},xl) :
=i

y'| 8. X" +T/ X*
%/_/
v X!
= - +
£ (5 X% 4T X! e, (0, X°+ X!
z B by - 1 X0) Z ﬂl...g...ﬂ B )
v, X 7, X
0 0 y*(V.X7)
=l0 -0 + 0
0
al...g...a l
Ztﬂl By ( ) Z;tﬂl...e...ﬂq( By )
u=

=y (X =7 (9, X (V. X7) = 1EX) = 7EX)+ 7(VX)
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elde edilir.

3.2. Yan-Tensor Demette Kesitler

&§e3/(M,), M, manifoldu tizerinde bir (p,q) tipli tensér alam olmak lzere, X — &,

doniisiimii (&;Xx€T(M,) noktasindaki & degerini belirtir) yari-tensér demetin /f;
kesitini tanimlar. af:Mn—>qu(Mn) ile (qu(Mn),;z,Mn) tensor demetinin kesiti
tanimlanmak {iizere Too ;= I(Mn) esitligi bulunmaktadir. (tqp(Mn),ﬂg,T(Mn)) yari-

tensor demetinin B, :T(M ) —>17(M,) kesiti:

B 0= o =6 o) 855 )

ile tanimlidir (Isham 1999; Husemoller 1994; Lawson and Michelsohn 1989; Yano and
Ishihara 1973).

¢ tensor alam §Zﬁ'_'_'2"(xﬂ ) bilesenlerine sahip olmak iizere X° =(x”,x” x’)

koordinatlarina gére /. (T (M n)) kesiti

xP — y’ :Vﬂ(xa)’
xF =x’, (3.10)

=& (x7),

=

X

ile tammlidir. x* = y“ lar degiskenler olarak alinirsa, X% = y* larm (3.10)’a gore

diferensiyeli alinarak bilesenleri



33

o %Vﬁ

_OX" B _ B

(5)_87_%)( =] 03X ,
ey

seklinde olan B(é), (5 =1,...,n) vektor alanlar elde edilir.

Buradaki B(E) vektor alanlart S, (T(Mn)) kesitine tegettir. t’(M,) yari-tensor

demetinde (x”,x’, X?) koordinatlarina gore B@ nin bilesenleri,

B

55

B- :|B2 ): 0

) ( 9) ’
0
seklindedir. Burada

ox”
Sh=p =

4 [ aXB

esitligi bulunmaktadir.

X e3(T(M,)), X =X"(x")d, olmak iizere BX vektor alaninm t (M) yari-tensor

demetinde (XE, x’, X?) koordinatlarina gore bilesenleri

SEXT) [(AEX?) (Xx?
BX:(B(E;)X")= 0 =0 =0 |, (3.11)
0 0 0
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ile tanimlidir.

xizzfﬁjgp(x“)::sabh,

olmak uzere; X’ lart degiskenler olarak kabul edersek (3.10)’a gére x° larin

diferensiyeli alinarak bilesenleri

; 69xﬁ
OX B P
C(9)=87=63X = 69X ,
0o p,

olan C(G), (@=n+1,..,2n) vektdr alanlar1 elde edilir. Burada C(H) vektor alanlart

ﬂé(T(Mn)) kesitine  tegettir.  t’(M,) yari-tensor demetinde (XE,X[”,X;)

koordinatlarina gore C( g) NN bilesenleri,

oN’
. B ) _ V4
Coy:(Cin)=| & 1
Dpyi
seklindedir. Burada
ox”
SP=p° =
4 aXH

esitligi gegerlidir.
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X €3, (T(M,)), olmak tzere CX vektor alanmm tP(M,) yari-tensor demetinde

(Xz, X7, XE) koordinatlarina gore bilesenleri

X0V’
CX:(ChX’)=| x”

X 0,85

(3.12)

ile tanimlidir.

x? = y” = sabit,
x? = x” = sabit,

i (<),

=

X

olmak tizere, t;""* lar degiskenler olarak kabul edilip X’ =ty e gore diferensiyeli

alindiginda bilesenleri

E_:|E: |=0-x"=|0-x" |=|0
o)\ ) e ’
.., 6 b s %p
agtﬂl_,,ﬁq 5ﬂ1"'5ﬁq 571 "'5}’p

olan E(E) (§=2n +1,...,2n+n"") vektor alanlar1 elde edilir. E(E) vektor alanlar

fibreye teget olup burada &, Kronecker semboludir:

x4
ol ="

&, M, tzerinde (p,q) tipli
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10 A 6,
E=Erri ®.0d" ®0, ®..90,
seklinde taniml1 bir tensor alani olmak iizere fibreye teget olan ES vektor alant

0
ES: (E(B;)Sgeyllgqp j =0 ' (3.13)

J
ile tanimlidir.

Teorem 3.2.1: X, T(M,) izerinde bir vektor alani olmak tizere, p. (T(Mn)) kesiti

boyunca
“X =CX +B(L,X)+ E(—Lxg),

esitligi tanmimlidir. Burada V e gore X nin Lie turevlemesi L, X ile, X e gdre & nin

Lie tlrevlemesi L, & gosterilmistir.

Ispat: (3.8), (3.11), (3.12) ve (3.13) kullanilarak,

XN’ Ve X —x*oN’
CX +B(L X)+E(-L&)=| X* +0
X 0,85 | \0
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0
+/ 0
0 o..a d B gay.a P o..6..Q
~X 0S4 —Z% XSy 5, +2,0,X S
=l A=1
Ves, X’
— Xﬂ _cc X

q P
_ B goy--o a; g0El
Zaﬂﬂx Sgﬂl...ﬁf.ﬂq’LZ@ﬂX Shpe
p=1 A=1
elde edilir.

C(?) = E(;) olup A, (T(Mn)) kesiti boyunca adapte olunmus ¢ati {B(ﬂ),C(ﬂ),C(ﬂ)

tclusii ile gosterilecektir. S, (T(M,)) kesiti boyunca adapte olunmus {B(ﬂ),C(ﬂ),C(ﬂ)

catisinin belirtmis oldugu matris

5e N 0
K:(Ké‘): 0o s 0 (3.14)
01:0p A by so1 %p
0 o0 ﬁgal...aq 5a1 ...5% 5y1 ...57p
olup, burada
» o OX”
o

esitlikligi gegerlidir. (3.14) de yer alan A matrisi singiiler olmadig: i¢in tersi mevcuttur.

~\-1 ~ ~\-1
(A) ile A matrisinin tersi gosterilmek lzere (A) matrisi
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() =() <] 0

0 —

bilesenlerine sahip olup,

A(A)" = A (A )1

esitligi gegerlidir. Burada A= (E,a,&) , B= (E,ﬁ,?) C= (5, 6’,3) seklindedir.

Ispat: (3.14) ve (3.15) kullanilarak,

AR = An(AS)

56 oN° 0
=0 & 0
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—oN”
5)

01..0p
9y BBy

01..0, B by co o
0 aﬂgal...aq 50:1 ...5% 571 "'57,)

5y —ON“+oN
=l 0 5
0 0pla el —00bm

.0

elde edilir.

Teorem 3.2.1 kullamlarak, M Uzerinde X € J;(T(M,)) vektor alammn © X

0
0

54,55

%

0
0

0 by S0 %p
5..5060..5,

&

s/ —oN’

0 5t

(3.15)

_ 010 o, Oy oy Gp
0 -0 555057

055, p

s& 0 0
=0 5 0
0 0 &

tam

liftinin 3. (T(M,)) kesiti boyunca {B(ﬁ),C(ﬂ),C(ﬁ)} adapte olunmus catisia gore

bilesenleri
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L, X
“X:l X
_Lxé:

seklinde tanimlidir.

BX , CX ve E&; T(M,) deki (p,q) tipli & tensor alam ile tanimlanan £, (T(M,))

kesiti boyunca {B(ﬁ),C( ﬂ),C(ﬂ)} adapte olunmus catisina gore sirasiyla

“ 0 0
BX=|0 | CX=|X*| EE=|0
0 0 ..Q)
ﬂl"-ﬂq

bilesenlerine sahiptir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. TM Tanjant Demet izdiisiimiiyle Tanimh (2,0) Tipli Yari-tensér Demeti

n

M,, n-boyutlu C* sinifindan diferensiyellenebilir manifold ve (T(M,),7,,M,), M
manifoldu iizerinde tanimli tanjant demette, E,E,... =1,...n; a,p,... =n+1,...,2n;
i, j,..=1,...,2n olmak tzere, (X') :(XE,X“) yerel koordinat sistemi incelenecek olursa,

burada X*’lar M_ baz manifoldunun yerel koordinatlari, X* =y“’lar ise T(M,)

tanjant demetin fibre koordinatlarmi belirtir. (x*',x%) ile, T(M,) tanjant demetindeki

diger bir yerel koordinatlar gosterilmek tizere

J— a‘
@ ox*
ox?
x* = x“'(xﬁ),

doniistimii bulunmaktadir. Bu dontisiime karsilik gelen Jakobi matrisi

o X _[AT ALY
(Aj)_(axi _( 0 A ]

seklindeki bilesenlere sahiptir. Burada

. axa' ' aZXa'
Aa =—, Aa‘ =
Poox? T oxPoxe
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esitlikleri bulunmaktadir.

(Toz)x(Mn)(x:ﬁl(;),;(Z(X“,Xa>ET(Mn)), X noktasindaki tensor uzay1r ve

X" =t"ler te (Toz )X (M) in fibre koordinatlarini belirtmek iizere, M manifoldu

tizerindeki yerel koordinatlari

(X') = (<%, %%, x7) | X“ =t* (&, B =2n+1,...2n+n%1,] =1,..., 20+ n?)

seklinde olan tanjant demet izdiisiimiiyle elde edilen (2,0) tipli tensor demetinin,

t2(M,) pull-back demeti tanimlanir.

7:E—B fibre demeti ve f:B'—> B diferensiyellenebilir doniisim olmak {izere

indirgenmis demet yada Whitney ¢arpimi olarak tanimlanan pull-back demeti
f'E={(b'e) e BXE|f(b)=7(e)} = B'XE

total uzayi ile verilir (Steenrod 1951; Lawson and Michelsohn 1989; Husemoller 1994).

Bu demete ait olan 7': f'E — B' izdiisiimii ilk degisken iizerine izdiisiim ile tanimli
olup ﬂ'(b',e)=b' seklindedir. Pull-back demetinin yuksek mertebeden demetlere
genellesmis durumlar1 ise Pontryagin demetlerini tanimlar (Pontryagin 1962).
(t2(M,),z,) (2,0) tipli yari-tensér demetin yukarida yer alan tanimindan gériiliir ki

(2,0) tipli yari-tensor demet, M, fizerinde tanimli (2,0) tipli tensor demetin 7,

dontigimii yardimiyla olusturulan bir pull-back demetidir (Yildirim and Salimov

2014b).

t2(M_) pull-back demetinin boyutu dim t;(M ) =2n+n” olacaktir. t;(M ) pull-back

demeti, M tizerinde dogal demet yapisina sahiptir ve bu demette

n
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(X7, X%, x%) > (x*)  seklinde tammh 7:t?(M,) > M izdisim donisimii
bulunmaktadir. Eger, 7, :(x%,x*,x%) = (x*,x%) ile, 7,:t?(M,)—>T(M,) déniisiimii
ve 7,:T(M,)—> M, izdisimiiyle (2,0) tipli tensor demetinin pull-back demeti
tanimlanirsa, t7(M,); M, iizerinde de demet yapisina sahip olacaktir (Steenrod 1951;

Pontryagin 1962; Lawson and Michelsohn 1989; Salimov and Yildirim 2015).

Buradaki izdiisiim dontisiimleri arasinda 7 =7 o, esitligi gegerlidir. Dolayisiyla
(t2(M,), 7, O x,), kompozit demeti veya step-like demeti belirtir (Ostianu 1974; Poor
1981).

T(M,) nin yerel koordinatlarmin, t;(M, ) vyari-tensér demeti iizerinde belirttigi

koordinat doniistim kural1

ol ox*
PN g
X% = x* (xﬂ), (4.1)

a _tA'B _ AT AP
R N

seklinde olup (4.1) doniisiimiine karsilik gelen Jakobi matrisi

A;." A;.’;y” 0
A=(A')=| 0 A 0o |, (4.2)
0 t“1“28ﬁ(A£1'Af;') AN AL

bilesenlerine sahiptir. (4.2)’de belirtilen matriste

Det(A;) =0, Det(A;) =0, Det(AXA*)=0
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esitsizlikleri bulunup

DetA =0
olur.
Eger,
V4
A —> B
“] 7
cC —»> D

seklinde taniml1 bir diagram asagidaki sartlar1 sagliyor ise giizel kare belirtir:

I. o ve f fibre demetlerdir (vektor demetleri olmasi gerekmez),
ii. y ve z vektor demetleridir,
iii. doniisiimler arasinda 7o = foy esitligi gecerlidir,

iv. yerel koordinatlarla ifadesi ise

A 5 B U'xR'xG'xR' — U"xG* (¥,a%,0°,b") - (x.,g%)
\A % \2 \J \A \!
cC —»> D U"xR' - U’ (x',a%) N (Xi)

]

seklindedir. Burada G bir manifold belirtmektedir (Etayo 1991).

Yukaridaki tanimdan asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.1.1: z:t(M,)—>M_, TM tanjant demet izdiisiimiiyle taniml1 (2,0) tipli
yari-tensor demet ve z,:T(M,) > M, tanjant demet olmak {izere asagidaki diagram

guzel kare belirtir:
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EM) 5 T TMIX(TZ) (M) 5 TM) (¢ x x5 (x,x)
id |, Im id | im id | Im
tM) > M, T(M)x(TE) (M,) S OM, () o> (xf)

F(M,), M, Uzerindeki C” siifindan reel degerli fonksiyonlarin belirttigi halka

olmak Uzere, M_’deki (p,q) tipli tiim tensor alanlarmm F(M ) Gzerindeki moduli
Sg(Mn):quzoig(Mn) ile gosterilir. F(T(M,)), T(M,) lzerindeki C* sinifindan
reel degerli fonksiyonlarin belirttigi halka olmak tizere T(M,) deki (p,q) tipli tim
tensor alanlarinin F(T(M,)) Uzerindeki moduli SSU(Mn)Fzz,q:(}SEU(Mn)) ile

gosterilir.

4.2. Tensor Alanlarimin Dikey Lifti ve y — Operatori

Ae33(T(M,)) olmak Uzere,

WA& 0
"A=|"AT =0 | (4.3)
WAZ A%

ile tammli " Ae 3, (t2(M,)) vektdr alamna Ae I (T(M,))’nin (2,0) tipli yari tensor

demete dikey lifti denir. Burada “A’nin (4.3) deki gibi bilesenlerinin oldugu (4.2)

doniisiimii yardimiyla “A'= A("A) gosterilebilir.

Keyfi pe3;(M,) icin (4.2) doniisimi yardimiyla (yp)'=A(yp) oldugu kolaylikla

ispatlanabilir. Burada z'(U)’da ki yp vektor alani
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0
w=(rp) =| 0 (4.4)

e o,

t“ gk +1% ¢

bilesenlerine sahiptir. (4.2)’den, her bir z7*(U) ctZ(M,) de tamimli y¢ vektdr alanimin,

t;(M,) Gzerinde global olarak dikey vektor alam belirttigi goriiliir. Keyfi
peT(T(M,)) igin (4.2) yardimyla (79)'= A(79) esitliginin saglandig1 kolaylikla

gorilebilir. Burada (x”, x”,x”?) koordinatlarina gore

yo!
yo=| 0 (4.5)

bilesenlerine sahiptir.

4.3. Vektor Alanlarinin Tam Liftleri

X eZ(T(M,)), X =X“0, ile verilen vektér alani igin, X ’in tanjant demete olan © X

tam lifti °X = X9, +(y”9,X )0 seklinde tammlidir (Yano and Ishiara 1973).

°X e 3 (T(M,)) vektdr alanini t7 (M) pull-back demetine ““X tam lifti indirgenmis

koordinatlarla

“X"| (yo.x’
ch: ch,/] — X,B ‘ (46)
wx P | 190, X +14°9, X

ile tanmimli olup (4.2) doniisiimii kullanilarak © X '= A(* X) esitligi ispatlanabilir.
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ispat: Keyfi X e3{(M,) icin (x*,x” ,x”) koordinatlarima gore t?(M,) yari tensdr

demeti iizerinde taniml1 (““X)” *nin bilesenleri

“X7) (y‘a,X’
ch — ccxﬂ — X,/}
wxh || 170, X4 +1%0, X

olmak izere (4.2)’den (*X ) = AY(“X)" esitligi kullanilarak
(“X) = A2EX) + AL X)" + A (X)°
yazilir. Burada (4.2) kullanilarak J =B icin,
(X)) = LX)+ AL X) + AL (XY
= A (y°0,X“)+(Asy )X
=y AL (0,X“)+y" (a,A)) X"
=y°0,(A/X")
=y°0, X’
bulunur. J =4 icin,

(ccx)ﬂ =Ag(CCX);-I—Af(CCX)a%-Ag(CCX);
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=AX* =X’
bulunur. J:? icin,

(°°x)ﬂ =t (GSX“l)Afll +o% (88A£1)X“1 1% (85X“2)Afj +1% (65Af; ) X “

4
:Zap’

o=
olur. Burada
a, =t (9,X | A},
a, =t" (3,Al ) X*,
a, =t (0,X“) A%,

a, =t (0,A% )X

ile tanimlidir. Ayrica

= Xt (0, Al ) Al + X1 AlD, A

o a  a

AL AP0, X%+ AP AP X

4
:qu'

g=1
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olup burada,
b, = Xt (0, A ALz
b, = Xt AR, A2,
b, = Afll Af;tmzagx “,
b, = A% A0, X
ile tamimlidir. Tiim tanimli esitliklerden
31=b3, a, :bI’ 613=b2, a4:b4

elde edilir.

4.4. Vektor Alanlarinin Yatay Lifti

Xe3(T(M,), X=X, ile verilen vektér alani igin, X ’in (X'E,Xﬁ,xﬁ)

indirgenmis koordinatlara gore t;(M,) yar1 tensor demetine olan yatay lifti
-I’x«

HH | X P , 4.7
T X T T X

seklindeki bilesenlere sahip olup (4.2) déniisiimii yardimiyla ™ X '= K( HH X) oldugu

kolaylikla ispatlanabilir. "™ X vektdr alanmna X vektdr alanmin t2(M ) yari-tensor

demetine olan yatay lifti denir. Burada



49

r,=yT/,
esitligi gegerlidir.
Teorem 4.4.1: X e 3(T(M,)) icin,
©X ="M X = y(VX) +7(VX)
olur. Burada v, T, =T, esitligi ile verilen simetrik afin konneksiyondur.

Ispat: (4.4), (4.5), (4.6) ve (4.7) kullanilarak,

y'a.x’ -I’x*
cc X _HH X _ Xﬂ _ Xﬂ
(20 X #1960 X" | | Tt X7 ~ [t X 7

yo X’ +y T/ X
=0
120 X +1%°0 X +Tat™ X7 + T2t X

0 y'(6,X"+1,,X*)
=0 +0
100, X +TA2 X 410, Xt 4Tt X7 | |0

0 y (6.x"+1.7,X°)
=0 +0
ts (0,X +TE X7 )+t (9, X +T2X") | |0

0 y (VX"
=0 +/0
te (9, + T X7 )+t (8,X“ +T2X) | |0
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0 ¥ (VgXﬂ)
=0 +0
e 6,3 o637 0

=7(VX)+y(VX)
esitligi elde edilir.
4.5. (2,0) Tipli Yar1 Tensor Demetlerde Kesitler

Ee3i(M,), M, (zerinde (2,0) tipli bir tensdr alan1 olmak iizere X — &, esligi,
t2(M,) yari-tensor demetinin B kesit doniisiimiinii belirtir. Burada &, xeT(M,)

“deki & ’nin degeridir.

o.M, —>TZM,), 7}005 = I(Mn), olmak (zere (TOZ(Mn),;z,Mn), tensor demetinin
kesit  dontsimiinii  belirtsin. (t§ (Mn),ﬁz,T(Mn)) yari-tensor  demetinin

B T(M,) > t;(M,) birlesik kesit doniisiimii

ﬁg(X;,XQ)Z(X;,Xa,GgOﬂl(X;,XQ)) (XE,XQ,O'é(Xa)):()(&’)(a’éalaz(Xﬂ))

seklinde tanimhidir (Yano and Ishihara 1973; Lawson and Michelsohn 1989;
Husemoller 1994; Isham 1999).

Lo (X“) yerel bilesenlerine sahip olan (2,0) tipli & tensor alani igin t;(M ) yari-

tensor demetinin S, (T(M,)) kesitine ait x® = (x? %, XE) indirgenmis koordinatlarina

gore doniistim kurali
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y’ =V’ (x).
xP =x?, (4.8)
X; — égalaz (Xa)'

esitlikleri ile tanimlidir.

x“ =y“’lar parametreler secilmek Uzere, (4.8) doéniisiimiinin X* = y*’lara gore

diferensiyeli alinirsa bilesenleri

oV’
ox° 5 p
B(@) =§=65X = 8§X ,
656&0’1“2

ile tanimli olan B(g) (5 =1,...,n) vektor alanlar1 elde edilmis olur. B(é) vektor alanlari

B, (T(Mn)) kesitine teget olup burada B( vektor alanlari t2 (M) ’de (x?,x* ,XE )

9)

koordinatlarina gore

B

5@

B. :(BZ )— 0

() ( ) ’
0
bilesenlerine sahip olur. Burada

ox”
Sl=p =

o X

esitligi ile tammhdir. X € 35(T(M,)), X = X“9, ile tammli bir vektor alani belirtmek

izere t2(M, ) de (x”,x?,x”) koordinatlarma gére BX vektor alani
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BX:(BB x9)= 0 =10 =0 (4.9)

yerel bilesenleriyle ifade edilmektedir. BX , f; (T(M,)) kesiti boyunca global olarak

taniml olup (4.8) doniisiimiiniin X’’lara gore diferensiyeli alinirsa bilesenleri

. agxﬁ
OX
Clop =57 =0 =| 0X" |,
095‘7’1‘12

ile verilen C(g) (@=n+1,...,2n) vektor alanlar1 bulunmus olur. Burada C( vektor

9)

alanlar f3; (T (M n)) kesitine teget olmaktadir.

Ayn1 zamanda C(g) vektor alanlari t2(M ) de (X7, x?, x? ) koordinatlarina gére

oV’
A~ _| <8
Coi(Ch)=| o7 |,
agé;alaz
bilesenlerine sahiptir. Burada
ox”?
BN o0

esitligi ile tanimlidir.
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Xe3p(T(M,)), X=X, ile tanimli bir vektdr alani belirtmek iizere t;(M,) de

(Xﬁ xP x? ) koordinatlarina gére CX vektor alani

X0V "
CX:(Ch X ") =| X’ (4.10)
X 08050(1&2

seklindeki yerel bilesenlere sahiptir. CX, f; (T(Mn)) kesiti boyunca global olarak

tanimlidir. (4.8) doniisiimiinde t““ ’ler

x? =y’ =sht.,
x” = sht.,

Xﬂ — talaz — talaz ,

parametreler olarak segilmek lzere t““ ’lere gore (4.8) doniisiimiiniin diferensiyeli

alinirsa bilesenleri,

B
;¥ 0

E(a):(E(B@)jzangz o-x" |=|0

ot | (9,10,
(4

nor

seklinde olan, E(E) (5: 2n +1,...,2n+n2) vektor alanlart bulunmus olur. Burada ¢,

kronecker deltasin1 belirtmektedir. Ayrica E(HZ) vektor alanlari T/ (M) tensor

demetinin fibresine tegettir. M Uzerinde (2,0) tipli £ tensor alanlar

£=¢70, 80,
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yerel koordinat bilesenlerine sahip olmak {izere, ES vektor alanlari

0
ch:[E(E; gmzjz 0 | (4.11)
é;alaz

seklinde tamimhidir. EE vektdr alanlart T?(M,) tensdr demetinin fibresine tegettir.

Teorem 4.5.1: X, T(M,) izerindeki bir vektdr alanm olmak iizere, ““X tam lifti

B:(T(M,)) kesiti boyunca

“X =CX +B(L, X )+E(-L&),
esitligi ile tanimhidir.
Ispat: (4.6), (4.9), (4.10) ve (4.11) kullanilarak

X% N7 Vo X —X“ON*
CX+B(LVX)+E(—LX§): X7 +/0
X669§a1a2 0

0
+| 0

_X 960§a1a2 + éé‘azﬁgx o + galf,‘ag X a,

Vo, X’
=| X’
§gazagxa1 +§a1sagxa2

:CC X
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esitligi elde edilir.

C(;) = E(?) esitligi kullanilarak, . (T(M,)) nin adapte olmus gatisi {B(ﬁ),C( ﬂ),C(ﬂ)}
seklinde yazilabilir. A, (T(M,))’nin {B(ﬁ),C( ﬁ,),C(ﬂ)} adapte olmug catist matris
dilinde
o, ON° 0
A s p

R:(”AB)= 0 & 0 (4.12)
0 5/35;1522 5ﬁ15ﬂz

)

ile ifade edilmektedir. (4.12)’deki matris tersinir (reguler) olup A matrisinin tersi olan

>~ 71 - -
(A) matrisi
of oV’ 0
~\-1 ~B -1
(A) :(Ac) o & 0 | (4.13)
0 o ol
~ ~\ — ~ ~ 71 ~
seklindeki Dbilesenlerine sahiptir. Burada A(A) 1=(A§)(AcB:) =58 =1 olup;

A= (E,a,z) , B= (E,ﬂ,?), C =(§,0,2) indisleri ile tanimlidir.

Ispat: (4.12) ve (4.13) kullanilarak

s oNT 0 & -oNf 0
58 o o o 0

B SP. 6 <6
o,6n oo | 0 0,85 oo

0
0 0SB
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5S¢ —ON“+ONT 0

=10 5 0
0 0,50 ~Ovkier  Oudu
59 0 0

=10 6 0|=82=1
0o 0 &

esitligi elde edilir. Teorem 4.5.1 kullanilarak, {B(ﬁ),C( ﬁ),C(ﬂ)} adapte olmus catisina

gore X € 3,(T(M,)) vektdr alaniin B (T(M,)) kesiti boyunca “ X tam lifti

LVX
“X: X
_Lx§

seklindeki bilesenlere sahip olacaktir.

Ae33(T(M.)) igin, B-(T(M,)) nin {B(ﬁ),C(ﬂ),C(ﬂ)} adapte olmus ¢atisina gore

YAeT;(t2(M,)) vektodr alant

WA; 0
WA: WAa — 0
WA; Aaﬂlz

bilesenleriyle tanimli olup " A'= A(WA) esitligi (4.3) ve (4.12) kullanilarak kolaylikla

ispatlanabilir.
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pe3;(M,) olmak lzere, {B(ﬂ),C(ﬂ),C(ﬂ)} adapte olmus catisina gore yp Vvektor

alaninin koordinatlari ise

0

70=(r) =| 0
tmzwfl _|_t‘115(0:2

seklindeki bilesenler ile ifade edilir. (4.4) ve (4.12) kullanilarak ( ;/go)' = R( ;/qo) oldugu

kolaylikla ispatlanabilir.

BX, CX ve E& vektor alanlari, T(M,) tanjant demetindeki (2,0) tipli & tensér
alanlari ile tanimli . (T(M,)) kesitinin {B(ﬂ),C( ﬂ),C(ﬂ)} adapte olmus catisina gore

sirastyla

X 0 0
BX = L CX=| x| EE=|0
0 0 g

bilesenlerine sahip olmaktadir.
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5. SONUC

(1) Sunulan bu tezde ilk olarak TM tanjant demet izdiisimii yardimiyla (2,0) tipli
tensor demetinin pull-back demeti olan (2,0) tipli yari-tensér demetin tanimi yapildi.
(2) (2,0) tipli yari-tensér demete, vektor alanlarinin tam ve yatay liftleri tanimlanarak,

bunlarin geometrik problemleri incelendi.

(3) (2,0) tipli yari-tensor demette kesit doniisiimleri incelendi.
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